Capitulo 1

Espacios Métricos

Un espacio métrico es un par (X, d), formado por un conjunto no vacio X y una funcién
d: X x X = R>o, llamada funcion distancia o métrica de X, tal que

1.
2.

d(z,y) = 0siy sélosiz =y,
d(z,y) = d(y, =) para todo z,y € X (simetria),

3. d(z,y) < d(z,z) 4+ d(z,y) para todo x,y, z € X (desigualdad triangular).

Los elementos de X son llamados puntos de X. Cuando no haya posibilidad de confusién
hablaremos simplemente de un espacio métrico X sin hacer referencia a la funcién distancia,
la cual genéricamente serd denotada con d.

EJEMPLOS 1.1. A continuacion damos una breve lista de espacios métricos. Mds adelante
veremos otros ejemplos.

1.

R"™ es un espacio métrico via la funcion distancia deo(x,y) = maxi<i<n |[Ti — yil,
donde x; es la i-ésima coordenada de x, e vy;, la de y.

. El conjunto Cla,b], de las funciones continuas del intervalo cerrado [a,b] en R, es

un espacio métrico via la funcidn distancia ds: Cla,b] x Cla,b] — R, definida por
doo(f, 9) := Supsefap | F(t) — g(t)]-
Para cualquier conjunto X, la funcion d: X x X — R>o, definida por

0 stx=uy,
d(z,y) 12{

1 en otro caso,

es una métrica sobre X, llamada métrica discreta de X.

S1 X es un espacio métrico, entonces también lo es cada subconjunto Y de X, con
la métrica inducida. Cada uno de estos espacios es llamado un subespacio métrico
de X.

. El producto X XY, de dos espacios métricos X eY, es un espacio métrico via la dis-

tancia doo((z,y), (2',y')) = max(dX (x,2'),d¥ (y,y')), donde d¥ denota la distancia
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Espacios Métricos

en X yd¥ la distancia en'Y . Salvo indicacion en contrario, siempre consideraremos
a X XY dotado con esta métrica.

6. Para cada p > 1, la funcion d,: R™ x R" — R>q, definida por

dp(xa y) =

es una distancia sobre R™.

7. Para cada p > 1, el conjunto Cla,b], de las funciones continuas del intervalo cerrado
[a,b] en R, es un espacio métrico via la funcion distancia dy: Cla,b] x Cla,b] — R,

definida por d,(f,g) := (/f(f |f(t) — g(t)|P dt.

Es claro que en todos los ejemplos mencionados arriba se satisfacen los dos primeros items
de la definicién de distancia, y es facil ver que en todos, salvo quizés en los dos ultimos, vale
la desigualdad triangular. Para verificar que esta se satisface en el antedltimo es suficiente
aplicar la desigualdad de Minkowski

n n n
(1) x Z|xi+yi’p <V Z‘xi|p+ v Z‘yi‘pm
=1

=1 i=1

con x; e y; sustituidos por x; — y; e y; — z;, respectivamente. La desigualdad (13) es evidente
cuando p = 1, y para p > 1 es una consecuencia de la desigualdad e Holder: Si p,q > 1y
1/p+1/q =1, entonces

n n n
(2) D lwiysl < o[ D fwlp g D lyile.
i=1 i=1 i=1
En efecto, aplicando (2) a (|z1|,...,|zn]) v (21, .-, 2n)s ya (lyil, -, lyn]) v (21, .. ., 2n), donde
2 = (|lz5| + |yi|)P~L, v teniendo en cuenta que (p — 1)g = p, obtenemos
n n
D el + lwi)? = > (sl + lya) (il + i)~
i=1 i=1

n n

=zl (sl + 19aD)P ™+ Y Jyal (sl + [yal)?
=1 =1

n n n n
< 2> Nl g wal + lwl)e + 20D il o) > (il + wal )
=1 =1 =1 =1
n n n
= 2D il 2D il | oD (il + wal)e.
=1 =1 =1

Dividiendo ahora ambos miembros por ¥/> i (|z;] + |y;|)P obtenemos la desigualdad

n n n
D (sl + lwilp < 2D e + 2D il
=1 =1 =1
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de la cual la de Minkiowski es una consecuencia inmediata.

Probemos ahora la desigualdad de Holder. Es claro que esta vale cuando {/> " [2;[P =0

o {/>1 1 |yil? = 0y que si vale para (x1,...,2,) € (y1,...,Yn), entonces también vale para
(Ax1,..., zn) v (uy1, ..., 1yn), cualesquiera sean A y p en R. Por lo tanto sera suficiente
probar que

n n n
(3) ; lei!p: : Z\Z/i\q:1:>2|$iyz’\ <1
=1 =1 =1

a? b1
Pero esto se sigue de que si p,q > 1 satisfacen 1/p + 1/¢q = 1, entonces ab < — + — para
p q

todo a,b > 0. En efecto, usando esta desigualdad obtenemos que

n 1 n 1 n
D lzllyil < = Dl + = > il
i=1 P 13

lo cual, combinado con el hecho de que Y ;" | |z;[P =30 | |yi|?=1y 1/p+1/g =1 da (3).
Para terminar debemos ver que

popa
(4) ab < < ” para todo a,b > 0.
p q

Para ello consideramos el plano (£,7). Como p > 1, la funcién n = &P~1, definida para los
numeros reales mayores o iguales que cero, es estrictamente creciente. Dado que, por hipdtesis,
(p—1)(g—1) =1, su inversa es £ = nP~1. Es claro que ab es menor que la suma de las areas
Ay, delimitada por el eje &, la recta € = a y la grafica de n = P~ y A, delimitada por el eje
n, larecta n = by la grafica de £ = n9~!. Para terminar la demostracién es suficiente observar
que

aP

a b
Alz/ glae=" A2=/ it dy =2
0 D 0 q

Veamos ahora que en el séptimo ejemplo también se satisface la desigualdad triangular. En
efecto, de la desigualdad (4) se obtiene facilmente la desigualdad integral de Holder

b b b
/ If(t)g(t)ldtéi’/ / If(t)lpdt‘\q/ / g(t)[7 dt,

de la que a su vez se sigue la desigualdad integral de Minkowski

b b b
§/ / |f<t>+g<t>|pdts§/ / rf<t>|pdt+§/ / g(t)lP dt,

la cual claramente implica que en el séptimo ejemplo se satisface la desigualdad triangular.

EJERCICIO 1.2. Un conjunto X, junto con una funcion d: X x X — R>q, llamada funcién
pseudistancia o pseudométrica de X, es un espacio pseudométrico si d satisface las condicio-

nes 2 y 8 de la definicion de espacio métrico.
1. Pruebe que la relacion en X definida por x ~y si d(xz,y) =0 es de equivalencia.
2. Denotemos con % al conjunto cociente y con m: X — &

X x X 5 Rsg tal que d = d°(7 x ), y que

a la proyeccion candnica.

Pruebe que existe una unica funcion d:
esta funcion es una distancia.



1 Sucesiones Convergentes Espacios Métricos

Por el resto de este capitulo X es un espacio métrico.

OBSERVACION 1.3. Los siguientes hechos valen:

1. d(z1,zp) < d(z1,22)+- - +d(zp—1,Tyn), para todo conjunto finito x1, ..., x, de puntos
de X.

2. |d(z, z) — d(y, 2)| < d(z,y), para toda terna x,y, z de elementos de X.

DEMOSTRACION. El item 1 se sigue facilmente de la desigualdad triangular por induccién
en n. Para probar el item 2, basta observar que por la misma desigualdad y la condicién de
simetria de la distancia, d(z, z) — d(y,2) < d(z,y) v d(y,2) — d(x, 2) < d(y,z) = d(z,y). O

Las bolas abiertas y cerradas con centro en un punto z de X y radio r > 0, son los
conjuntos

By(z):={z e X :d(z,z) <r} y By[z] :={z € X : d(z,2) <7},
respectivamente.
PROPOSICION 1.4. B,.(z) NBs(y) = 0 siempre que r + s < d(z,y).
DEMOSTRACION. Si existiera z € B,.(z) N Bs(y), entonces serfa
d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) <r+s <d(z,y),
absurdo. 0

Un entorno de un punto x € X es cualquier subconjunto V' de X que incluye una bola
abierta con centro en =x.

El didmetro de un conjunto Y C X es el niimero didm(Y’) := sup,, ¢y d(z,y). Por ejemplo
didm(B,(x)) < 2r. Un conjunto es acotado si tiene didmetro finito.

La distancia de un punto x de X a un conjunto A C X es d(x, A) = infyca d(z,y).
OBSERVACION 1.5. |d(x, A) — d(y, A)| < d(z,y), para todo x,y € X.
DEMOSTRACION. Como d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) para todo z € A,
d(z,A) <d(z,y) +d(y,z) paratodo z € A.
Por lo tanto d(x, A) < d(z,y) + d(y, A). Por simetria, d(y, A) < d(x,y) + d(x, A). O

1. Sucesiones Convergentes

Una sucesion (x,)nen de puntos de X es convergente si existe z € X tal que la sucesién
de nimeros reales (d(zy, x))nen tiende a 0. En este caso decimos también que (zy,)nen tiende
ax o que z es el limite de (zy,)nen, vy escribimos

r = lim z,, 0 (Tn)nenw — oo.
n—oo

Este limite es unico. En efecto, como d(z,y) < d(x,x,) + d(zy,y) para todo n, si

(Tn)nen nooa L Yy (Tn)nen ooo Yo

entonces d(x,y) = 0y, por lo tanto, x = y. Una sucesién de puntos de X es divergente si no
es convergente.

OBSERVACION 1.6. Son equivalentes:
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2. Para toda bola abierta B,(x), existe ng € IN tal que x,, € B.(z) si n > ng.

3. Para todo entorno V de x, existe ng € IN tal que x,, € V sin > ng.

2. Conjuntos Abiertos y Conjuntos Cerrados

Un subconjunto U de X es abierto si para todo x € U existe r > 0 tal que B,(z) C U. De
esta definicion se sigue inmediatamente que todo conjunto abierto es unién de bolas abiertas.
Pronto veremos que también vale la reciproca.

EJEMPLO 1.7. Dados nimeros reales a < b, el intervalo abierto (a,b) es un abierto de
R. Mads generalmente, para cada espacio métrico X las bolas abiertas B,(x) son abiertos.
En efecto, dado y € B,(z), la bola B,_q ) (y) estd incluida en B,(z), porque para cada
z € Br—d(z‘,y) (y);

d(z,z) <d(xz,y) +d(y,2z) < d(z,y) +r —d(z,y) =

Dejamos como ejercicio para el lector el probar que en todo espacio métrico el complemento de
cada bola cerrada es abierto, y que para cada a € R los intervalos abiertos (—oo,a) y (a,00)
son abiertos de R.

TEOREMA 1.8. Los siguientes hechos valen:

1. X y () son abiertos.

2. Si(Uj)je es una familia de subconjuntos abiertos de X, entonces|J,.; U; es abierto.

j€J
3. St U yV son subconjuntos abiertos de X, entonces U NV es abierto.

DEMOSTRACION. Es claro que X y @) son abiertos. Dado x € |J; ; Uj, existe i € J tal que
x € U;. Entonces, como U; es abierto,

B,(x) CU; € |JU;
jeJ
para algin r > 0. Esto prueba que UjeJ Uj es abierto. Por ultimo, dado x € U NV, existen

nimeros reales positivos r y r/, tales que B,(z) C U y B,/(z) C V. Denotemos con 7" al
minimo de r y r’. Es claro que B,»(z) CUNV. O

Del Ejemplo 1.7 y el Teorema 1.8 se sigue inmediatamente que un conjunto U C X es
abierto si y sélo si es union de bolas abiertas. Para los abiertos de la recta hay una descripcién
m&s precisa.

TEOREMA 1.9. Un subconjunto U de R es abierto si y solo si es union disjunta de inter-
valos abiertos.

DEMOSTRACION. <): Esto es una consecuencia inmediata del Ejemplo 1.7 y del Teore-
ma 1.8.

=): Para cada x € R, denotemos con I, a la unién de todos los intervalos abiertos de R que
contienen a x y estan incluidos en U. Escribamos a, := inf(I,) y b, := sup(I;). Es evidente
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2 Conjuntos Abiertos y Conjuntos Cerrados Espacios Métricos

que

[ambx] si az # —00y by # 00,

agz,b sia, =—o00yb o0

(axab:r:)glxg (:p x] * Y x?é '

[avax) si az # —00y by = 00,

(az,by) siay=—00y by =00,
pero como I, es abierto, forzosamente I, = (a,,b,). Es claro que U = |JI,. Para terminar
la demostracién basta observar que si I, NI, # (), entonces I, = I, ya que si no fuera asf,
I, U I, serfa un intervalo abierto estrictamente mayor que I, o que I, que contendria a x y
a y, contradiciendo la definicién de I, o de I,,. O

EJErcIciO 1.10. Pruebe que la descomposicion de un abierto U de R como union disjunta
de intervalos abiertos obtenida en el Teorema 1.9, es unica. Pruebe también que la cantidad
de intervalos es finita o numerable.

Por el Teorema 1.8, para cada conjunto A C X hay un maximo subconjunto abierto A°
de A, llamado interior de A. En efecto, A° es la unién de todos los subconjuntos abiertos
de A. Un punto x de X es un punto interior de A si pertenece a A°. En otras palabras, si
B,(z) C A para algin r > 0.

TEOREMA 1.11. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

.A°C Ay A° = A siy solo si A es abierto.

. Si A C B, entonces A° C B°.

. A% = A°,

. (AN B)° = A°nNB°.

: UjeJ AJO‘ < (UjeJ Aj)o-

DEMOSTRACION. Los tres primeros items son evidentes. Por el item 2 sabemos que

(AN B)° C A°N B°, y la inclusién reciproca vale porque A° N B° es un subconjunto abierto
de AN B. La tdltima afirmacion se sigue del item 2. O

UL W N =

EJERCICIO 1.12. Pruebe que la igualdad J;c ; A7 = (U;cs A;)° en general no es cierta.

El exterior de un subconjunto A de X es el conjunto Ext(A) := (X \ A)°.

OBSERVACION 1.13. Un punto x € X pertenece al exterior de A si y sdlo si d(z, A) > 0.
En efecto, es claro que B.(x) C X \ A si y sdlo si d(x, A) > r.

Un subconjunto C' de X es cerrado si X \ C es abierto. Por el Ejemplo 1.7, las bolas
cerradas y los complementos de las bolas abiertas son cerrados.

TEOREMA 1.14. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. X y 0 son cerrados.

2. Si(Cj) e es una familia de subconjuntos cerrados de X, entonces (.. ; C; es cerrado.

jeJ
3. 51 C y D son subconjuntos cerrados de X, entonces U UV es cerrado.

DEMOSTRACION. Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 1.8. O

La clausura o adherencia A, de un subconjunto A de X, es la interseccién de todos los
subconjuntos cerrados de X que que incluyen a A. Por su misma definicién y el Teorema 1.14,
la clausura de A es el minimo cerrado que inluye a A.
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PROPOSICION 1.15. X \ A= (X\ A)° y X\ A4°= X\ A.

DEMOSTRACION. La primera igualdad vale porque (X \ A)° es el mdximo subconjunto
abierto de X \ A y, por lo tanto, es el complemento del minimo cerrado que incluye a A. La
otra igualdad se puede probar de la misma manera. ]

PROPOSICION 1.16. Para todo A C X y cada x € X son equivalentes:

1. € A
2. By(z) N A # 0 para todo r > 0.

3. Hay una sucesion de puntos de A que tiende a x.

4. d(z,A) = 0.

DEMOSTRACION. 1. = 2. Si existiera 7 > 0 tal que B, (x) N A = (), entonces B, (x) estarfa
incluido en X \ Ay, por lo tanto, = perteneceria a (X \ A)° = X \ A, lo que es absurdo.

2. = 3. Tomemos z,, € B1(x) N A. Es evidente que la sucesion z1,...,z,,... tiende a x.
3. = 1. Como es el h’mitende una sucesién de puntos de A,
r¢ (X\A)P°=X)\A
Asi, x € A.
2. & 4. Esto es evidente. g

TEOREMA 1.17. Para cada subconjunto A de X wvalen los siguentes hechos:

1. AQZyA:Zsiyso’lo s1 A es cerrado.
2. ACB= ACB.
3. A=A.

4. AUB=AUB.
- Njes 4 S Njes 4j-
DEMOSTRACION. Los tres primeros items son evidentes. Por el item 2 sabemos que

AUB C AUB, y la inclusién reciproca vale porque A U B es un subconjunto cerrado de
X que incluye a AU B. La ltima afirmacién se sigue del item 2. O

ot

Un punto z € X es un punto de acumulacion de un subconjunto A de X, si toda bola
abierta de centro = contiene puntos de A distintos de z, es decir si (B,(x) \ {z}) N A # 0
para todo r > 0. Denotamos con A’ al conjunto de los puntos de acumulacién de A. Es claro
que A’ C Ayquesiz e A\ A, entonces vz € A’. Asi A = AU A’. En consecuencia, A es
cerrado siy sélo si A” C A. Un punto x € A es un punto aislado de A si existe r > 0 tal que
B,(z) N A = {x}, es decir si no es un punto de acumulacién de A. Un conjunto A C X es
un subconjunto aislado de X si A’ = (). En otras palabras, si A es cerrado y todos sus puntos
son aislados. La condicién de que A sea cerrado es escencial. Por ejemplo, todos los puntos
del conjunto A = {% : n € IN} son aislados, pero A no es un subconjunto aislado de R. Un
conjunto A C X es perfecto si A’ = A. En otras palabras, si A es cerrado y no tiene puntos
aislados. Observese que para que = € X sea un punto de acumulacién de A es necesario y
suficiente que exista una sucesion (z,)nen de puntos distintos de A que tienda a .

La frontera de un subconjunto A de X es el conjunto

B(A) = AN (X \A) =4\ A°
7
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Es facil ver que A = AUO(A) y A° = A\ 9(A). Asi, A es cerrado si y sélo si d(A) C A, y es
abierto si y sélo si ANI(A) = 0.

Recordemos que un subespacio de X es un subconjunto Y de X, provisto de la métrica
inducida. Dado y € Y, denotemos con BY (y) a la bola abierta en Y de centro y radio r.
Analogamente, denotamos con Bf[y] a la bola cerrada en Y de centro y y radio r. Es evidente
que

B (y) =BX(y)nY y By =BpNY.

TEOREMA 1.18. Consideremos un subespacio métrico’ Y de X. Un subconjunto A deY es
abierto (cerrado) en'Y siy sélo si existe A C X, abierto (cerrado) en X, tal que A= ANY.

DEMOSTRACION. Denotemos con A3 al interior de A como subconjunto de Y. Para cada
punto y en A}, tomemos una bola abierta BTYy (y) € A. Entonces

w=JBLw=U (BSwny)=| U BXw | nv.

yeAS, yeAY, yeAS,

En consecuencia, si A es abierto en Y, entonces A es la intersecciéon de Y con un abierto
de X. Reciprocamente, supongamos que A es la interseccién de Y con un abierto U de X.
Dado z € A, existe » > 0 tal que BX(y) C U. Asi, BY (y) = BX(y) NY estd incluido en
UNY = A, por lo que x € A°. Como esto vale para todo z € A, A es un subconjunto abierto
de Y. Terminamos la demostracién observando que A es cerrado en Y < Y \ A es abierto
enY < 33U C X, abiertoen X, tal que UNY =Y \ A < 3U C X, abierto en X, tal que
(X\U)nY = A. O

3. Funciones Continuas

Una funcién f: X — X', de un espacio métrico X en otro Y, es continua en x € X, si
para todo € > 0 existe § > 0 tal que f(Bs(z)) C Be(f(x)), y es continua si lo es en cada punto
x € X. Por ejemplo, por el item 2 de la Observacion 1.3, la funcién d,: X — R, definida
por d,(x) = d(x, z), donde z es un elemento fijado de X y d denota a la distancia en X, es
continua.

PROPOSICION 1.19. Son equivalentes:

1. f es continua en x.

2. Para todo entorno abierto U de f(x) hay un entorno abierto V de x tal que f(V) C U.
3. f~YU) es un entorno de x, para cada entorno U de f(x).

4. (f(xn))nen tiende a f(x), para cada sucesion (T )neN que tiende a x.

DEMOSTRACION. 1. = 2. Tomemos ¢ > 0 tal que B(f(z)) C U. Por hipdtesis existe
0 > 0 tal que f(Bs(z)) € Be(f(z)) C U y asi basta tomar V = Bs(x).
2. = 3. Tomemos un abierto U’ de X’ tal que f(x) € U’" C U. Por hipdtesis existe un
entorno abierto V' de x tal que f(V’') C U’. La demostracién se termina observando que
reV' C f~YU).
3. = 1. Dado € > 0, la preimagen por f de B.(f(x)) es un entorno de x y, por lo tanto,
incluye a una bola abierta Bs(z).
3. = 4. Dado € > 0 tomemos un entorno V' de z tal que f(V) C B(f(x)). Si ng es tal que
x, € V siempre que n > ng, entonces f(z,) € Bc(f(z)) siempre que n > ny.
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4. = 3. Supongamos que hay un entorno V de f(z) tal que f~(V) no es un entorno de .
Entonces tomando, para cada n € IN, un punto z,, € B1 (z)\ f~1(V), obtenemos una sucesién

n

(Tn)nen que tiende a x, tal que la sucesién (f(x,))nen no tiende a f(x). O

TEOREMA 1.20. Son equivalentes:
1. f es continua.
2. f7Y(U) es abierto en X, para cada subconjunto abierto U de X'.
3. f7HC) es cerrado en X, para cada subconjunto cerrado C' de X'.
4. f(B) C f(B) para cada B C X.

DEMOSTRACION. 1. = 2. Por la equivalencia entre los items 1 y 2 de la proposicién
anterior, f~1(U) es un entorno de cada uno de sus puntos.

2. = 1. Fijemos # € X y un entorno abierto U de f(z). Por hipétesis f~1(U) es un entorno
abierto de z. Esto termina la demostracién, porque f(f~1(U)) C U.

2. = 3. Si C es un cerrado de X', entonces f~!(C) es un cerrado de X, ya que
FHO) =X\ fHX\0)

y, por hipétesis, f~1(X’\ C) es abierto.

3. = 2. Es similar a 2. = 3.

3.= 4. Como B C f_l(f(B)) y f_l(f(B)) es cerrado, B C f_l(f( ))
4. = 3. Tomemos un cerrado arbitrario C de X’. Por hipdtesis

fFFHO) cf(fie)yco=c
y, en consecuencia, f~1(C) C f~1(C), de modo que f~!(C) es cerrado. O

Una funcién continua es un homeomorfismo si es biyectiva y su inversa es continua.

Una funcién f: X — X' es abierta si f(U) es abierto para todo abierto U de X y es
cerrada si f(C) es cerrado para todo cerrado C de X.

OBSERVACION 1.21. Para cada funcién biyectiva f: X — X' son equivalentes:

1. f es un homeomorfismo.
2. f es continua y abierta.
3. f es continua y cerrada.

4. Separabilidad

Un subconjunto A de X es denso si A = X. Por ejemplo, Q es denso en R. Recordemos
que un conjunto A es contable si es finito o numerable. Un espacio métrico es separable si tiene
un subconjunto contable y denso. Una base de X es un conjunto B C P(X), de subconjuntos
abiertos de X, tal que

v=Jw

veB
VCuU

para todo abierto U de X. Por ejemplo los conjuntos

B={B,(z):z€eXyr>0} y B ={Bi(z):zeXyneN}

1
n

son bases de cada espacio métrico X.



4 Separabilidad Espacios Métricos

Un cubrimiento de X es cuaquier familia D de subconjuntos de X tal que X = J ¢p A.
Un subconjunto D’ de D es un subcubrimiento de D si D' también cubre X. Un cubrimiento
de X es abierto si todos sus miembros lo son.

TEOREMA 1.22. Son equivalentes:

1. X es separable.
2. X tiene una base contable.
3. Cada cubrimiento abierto de X tiene un subcubrimiento contable (propiedad de Lin-

deloff ).

DEMOSTRACION. 1. = 2. Para cada conjunto contable denso {z, € X : n € IN}, el
conjunto {B 1 (xy) : n,m € IN} es una base contable de X. En efecto, dados una bola abierta

B,(z) y un pT{Lmto y € By (x), tomemos m € N tal que B2 (y) C B,(z) y elijjamos z,, € B1 (y).
Entonces y € B1 (z,) € B2 (y) C By(z).

2. = 3. Fijemos una base contable B = {U,, : n € N} de X. Dado un cubrimiento abierto
{V; 1 j € J} de X, consideremos el subconjunto {Uy,,Up,,...} de B formado por los U;’s
tales que U; C Vj para algun j. Para cada n;, tomemos un V; tal que U,, C V; y llamemoslo

V- Entonces
UVve 2 JUn =X
iEN i€EN
donde la tdltima igualdad se sigue de que V; = |J{U,, : U, C V}}, para cada j € J.
3. = 1. Por hipdtesis, para cada n € IN, el cubrimiento abierto V,, = {B 1 (x) : 2z € X}

tiene un subcubrimiento contable V, = {B1 (m,n) : m € N}. Afirmamos que el conjunto

contable A = {zy, , : n,m € IN} es denso en X. En efecto, dados z € X y € > 0, podemos
tomar n > 1/e y elegir z, , tal que € Bi1 (zp5), lo que implica que zy, n, € Be(z). O

Un punto x € X es un punto de condensacién de un conjunto A C X, si B.(z) N A no es
contable para ningin r > 0. Dado A C X, denotamos con A® al conjunto de los puntos de
condensacién de A.

TEOREMA 1.23. Si X es separable y A C X no es contable, entonces A> N A # ().

DEMOSTRACION. Fijemos una base contable B = {U;,Us,...} de A. Si AN A% = 0,
entonces, para cada © € A, existe U; € B tal que x € U; y AN U; es contable. Pero esto
implica que A =J{ANU;: 4(ANU;) <Vg} es contable. O

El siguiente resultado mejora al teorema anterior.

TEOREMA 1.24. Si X es separable y A C X no es contable, entonces A\ (A° N A) es
contable.

DEMOSTRACION. Si A\ (4% N A) no fuera contable, entonces por el teorema anterior
AN (A\(A°NA)) D (A\(A°NA))° N (A\ (4°NA)) #0,

lo que es absurdo. [l
10
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5. Espacios Métricos Completos

Una sucesién (x,)nen de puntos de X es de Cauchy si para todo € > 0 existe ng € IN tal
que d(zy, Tm) < € siempre que n,m > ny.

PROPOSICION 1.25. Toda sucesion convergente (xy)nen de puntos de X es de Cauchy.

DEMOSTRACION. Escribamos @ = limy, o #,, y tomemos ng € N tal que d(z,z,) < § si
n > ng. Entonces d(zp, Tm) < d(zn,x) + d(z, ) < € siempre que n,m > ng. O

TEOREMA 1.26. Si una sucesion de puntos de X es de Cauchy y tiene una subsucesion
convergente, entonces es convergente.

DEMOSTRACION. Supongamos que Zi,Z2,... es una tal sucesién y que x;,Ti,,... €s
una subsucesion convergente. Escribamos x = lim, o x;,. Por hipdtesis, dado € > 0 existe
no € IN, tal que d(z;,,x) < €/2 y d(zp,zm) < €/2 siempre que i;, m,n > ng. Elijamos ; > ny.
Entonces,

d(xna ‘T) < d(:l,'n, xiz) + d(xizax) < 6/2 + 6/2 =6

siempre que n > ng. ]

Un espacio métrico es completo si todas sus sucesiones de Cauchy son convergentes. Por
ejemplo, R, con la métrica usual, es completo, y Q no. Ademés todo subconjunto cerrado
de un espacio métrico completo es completo. Por lo tanto, también son espacios métricos
completos todos los subconjuntos cerrados de R.

PROPOSICION 1.27. SiY es un subespacio de X eY es completo, entonces Y es un cerrado
de X.

DEMOSTRACION. Dado € Y tomemos una sucesién de puntos de Y que tiende a x.
Como esta sucesion es convergente es de Cauchy. Asi, por hipdtesis, converge en Y. Como su
limite es x, esto implica que z € Y. [l

TEOREMA 1.28. Para cada espacio métrico X son equivalentes:

1. X es completo.

2. Para toda sucesion By O By O Bs O --- de bolas cerradas cuyos radios tienden a
cero,
oo
() B. #0.
n=1
3. Para toda sucesion C1 D Cy D C5 D --- de subconjuntos cerrados no vacios de X tal
que lim,, o, didm(C,) = 0,
(o)
() Cn # 0.
n=1
4. Para toda sucesion C1 D Cy D C3 D --- de subconjuntos cerrados no vacios de X tal

que lim,,_, o, didm(C,,) = 0, existe x € X tal que

ﬂC = {z}.

11
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DEMOSTRACION. 1. = 2. Para cada n € IN, tomemos un punto z, € B,,. Como el radio
de B, tiende a 0 cuando n tiende a infinito, la sucesién x1, s, x3,... es de Cauchy. Asi, por
hipétesis existe © = lfm,,_oc Z,,. Es evidente que = € B,, = B,, para todo n y, en consecuencia,
x € ({Bn:ne N}

2. = 3. Elijamos n; < ng < ng < ... tales que didm(Cy,,) < 1/2%, y para cada i € N tomemos
Tp; € Cp,. Es evidente que Cp, C By /9i[wy,], por lo tanto xp,,, € By ai[zn,], para todo i € IN.
De esto se sigue facilmente que

By /9i[Tn, ,]) € Byjgi-1[zn,] paratodo i € NN,

Asi, por hipétesis, existe x € (), By/gi[zn, ], ¥ es claro que @ = lim; o0 7, Dado que
Tp,,; € C; para todo i € N y todo j > 0y que C; es cerrado, se sigue que x € C; para todo
i € IN, por lo que z € {C; : i € N}

3. = 4. Porque lim,,_,~ didm(C),) = 0.

4. = 1. Fijemos una sucesién x1,x2,x3,... de elementos de X. Para cada n € IN tomemos
Cpn =A{xn, Tnt+1, Tnt2,... }. Si x1,x9,x3,... es de Cauchy, entonces lim,,_,~ didm(C),) = 0y,
en consecuencia,

o0
ﬂ Cp ={z}.
n=1
para algun x € X. Es facil ver que lim,,_, o z,, = . ]

Una funcién f: Z — X, de un conjunto Z en un espacio métrico X, es acotada si
didm(f(Z)) < oo. El conjunto B(Z, X) = {f: Z — X : f es acotada} es un espacio métrico
via doo(f, g) = sup,cz d(f(2),g(z)). Decimos que una sucesién de funciones f, € B(Z, X) es
uniformemente de Cauchy si (fn)nen es de Cauchy en B(Z, X) y que tiende uniformemente
a f€B(Z,X)sitiende a f en B(Z, X). En este caso también escribimos

fo 0§ o f=1tm f,.

TEOREMA 1.29. Si X es completo, entonces B(Z, X)) también lo es.

DEMOSTRACION. Por la definicién de ds, si f1, f2,... es una sucesién uniformemente de
Cauchy de puntos de B(Z, X), entonces f1(z), fa(z),... es una sucesién de Cauchy en X, y
por lo tanto convergente, para cada z € Z. Denotemos con f: Z — X a la funcién definida
por

f(z) = lim fa(2).

Como (fn)nen es uniformemente de Cauchy, dado € > 0, existe ng € IN tal que doo(fpn, frm) < €
siempre que n,m > ng. En consecuencia, si n > ng, entonces

Afa(2), £(2)) = Jim d(fa(2), fun(2)) < €.

para todo z € Z. Asi, f, tiende a f uniformemente. Dejamos como ejercicio para el lector,
probar que f es acotada. O

Para la demostracion del corolario que sigue necesitamos introducir un concepto méas. Una
funcién f: X — X' es una isometria si d(f(x), f(y)) = d(x,y) para todo z,y € X.

COROLARIO 1.30. (R",dw), donde ds es la distancia introducida en el item 2 de los
Ejemplos 1.1, es completo.

12
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DEMOSTRACION. Porque R es completo y hay un isometria biyectiva evidente entre
(R™", ds) y (B({1,...,n},R),dx) (esto justifica el uso del mismo simbolo para designar a
las funciones distancia de ambos espacios). O

Supongamos que Z también es un espacio métrico y denotemos con C(Z, X) a
C(Z,X)={fe€B(Z,X): f es continua}.
TEOREMA 1.31. C(Z,X) es cerrado en B(Z,X), y es, por lo tanto, completo.

DEMOSTRACION. Consideremos funciones f, € C(Z,X) y f € B(Z,X), donde n € IN.

Supongamos que fn%f y fijemos zg € Z. Dado ¢ > 0, tomemos ng € IN tal que
doo(fro, f) < §. Como fp, es continua, existe 0 > 0 tal que d( fny(2), fn,(20)) < § siz € Bs(20).
Asi, para todo z € Bs(20),

d(f(2), f(20)) < d(f(2), fno(2)) + d(fne(2), fo(20)) + d(fne (20), £ (20)) < €.

Como zg es arbitrario, esto prueba el teorema. ]

5.1. Completacion Consideremos espacios métricos X y X’. Decimos que una fun-
cion f: X — X' es uniformemente continua si para todo € > 0, existe § > 0 tal que
d(f(x), f(z")) < e siempre que d(z,z') < 4. Por ejemplo, por el item 2 de la Observacién 1.3,
la funcién d,: X — R, definida por d,(x) = d(z, z), donde z es un elemento fijado de X y
d denota a la distancia en X, es uniformemente continua. Es evidente que toda isometria es
uniformemente continua y toda funcién uniformemente continua es continua. La reciprocas de
estos resultados no valen. Por ejemplo, la funcién f: Rso — Rsq, definida por f(x) = %, es
continua pero no uniformemente continua, y la funcién g: R~9 — R, definida por g(z) = 2z,
es uniformemente continua pero no es una isometria. Un resultado sencillo pero importante,
es que toda funcién uniformemente continua transforma sucesiones de Cauchy en sucesiones

de Cauchy.

TEOREMA 1.32. Supongamos que A C X es un conjunto denso y f: A — X' es una
funcion continua (aqui estamos considerado a A con la métrica inducida por la de X ). Los
siguientes hechos valen:

1. Sig: X - X' yh: X = X' son funciones continuas que extienden a [ (es decir tales
que g(x) = h(z) = f(x) para todo x € A), entonces g = h.

2. Si f es uniformemente continua y X' es completo, entonces existe una funcién uni-
formemente continua g: X — X', que extiende a f. Ademds, si f es una isometria,
entonces g también lo es.

DEMOSTRACION. 1. Denotemos con C' a {x € X : g(x) = h(z)}. Debemos probar que
C = X. Paraello, como A C C'y A = X, basta comprobar que C es cerrado, pero esto es una
consecuencia inmediata de que si x1, x2,... es una sucesién de puntos de C'y x = lim,,_,o Ty,
entonces g(z) = limy, 00 g(xn) = limy, 00 h(x,) = h(x).
2. Dado z € X, tomemos una sucesién x1,zs,... de puntos de A que tiende a z. Como f
es uniformemente continua, la sucesién f(z1), f(x2),... es de Cauchy y, por lo tanto, siendo
X' completo, convergente. Definimos g(z) = y, donde y = lim,,_o f(2,). Debemos probar
que esta definicion no depende de la sucesién elegida. Supongamos que empezando con otra
sucesién 2, 24, ... de puntos de A que tiende a x, obtenemos 3y’ = lim,,_, f(7,). Entonces la
sucesion f(x1), f(2), f(x2), f(24),... es convergente y tiene subsucesiones que convergen a y
e y'. En consecuencia, y = y'. Para concluir la demostracién, debemos probar que g extiende

13
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a f, es uniformemente continua y es una isometria si f lo es. Si x € A, entonces tomando
x, = x para todo n, vemos que g(x) = lim, - f(x,) = f(x). Esto prueba que lo primero
es cierto. Ademads, como f es uniformemente continua, para todo € > 0, existe § > 0 tal que
d(f(z), f(2) <esiz, 2’ € Ay d(z,2') < 0. Dados Z,7" € X tales que d(Z,7’) < 9, elijamos
sucesiones x1, T2, ... y }, x5, ... de puntos de A, tales que T = limy, o0 Tp, ¥ T’ = limy,y00 2,
Entonces limy,_,oc d(xy, z),) = d(Z,7") < 9§, y asi,

d(9(%), 9(")) = lMm d(f(zn), f(z)) <e.

n—o0

Esto prueba que lo segundo también es cierto, y es evidente que lo es lo tercero. ]

Una completacion de un espacio métrico X es un espacio métrico completo X', junto
con una isometria i: X — X’ tal que i(X) es denso en X'. Notemos que por el item 1 del
Teorema 1.32, la métrica de X’ estd determinada por la de X y por 7. Esto también se deduce
facilmente del siguiente teorema.

TEOREMA 1.33. Todo espacio métrico X tiene una completacion. Ademds, dadas com-
pletaciones (X1,i1) y (X5, i2), existe una tnica isometria biyectiva f: X — X}, tal que el
diagrama

12
X 2. x
7
L f

Xi

11

conmuta.
DEMOSTRACION. Unicidad: Aplicando el Teorema 1.32 a las funciones
igeivt i (X) = X5 e drtiytiig(X) — X7,

obtenemos isometrias f: X| — X} y g: X} — X{, respectivamente. Como i1(X) es denso en
X1y ¢ fiix): 11(X) — X7 es la inclusién, g°f = idy;. Analogamente, f°g = idy;.

Existencia: Fijemos a € X y consideremos la funcién i,: X — B(X, R), definida por
la(l‘)(y) = d(q"a y) - d(av y)

La igualdad |d(z,y) — d(a,y)| < d(z,a) muestra que, efectivamente, i,(z) es acotada. Dado
que

doo(ia (), ia(2")) = sup lia(2)(y) — ia(2')(y)| = sup |d(z,y) — d(z’, y)| < d(z,2")
yeX yeX

oo (ia(®), ia(@')) > Jia(@) () — ia (@) ()] = |d(z,2) — d(a',2)| = d(,2"),

la funcién i, es una isometria. Es claro ahora que (i,(X),4,) es una completacién de X. O
14
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6. Meétricas Equivalentes

Decimos que dos métricas d; y ds de un conjunto X son topoldgicamente equivalentes y
escribimos dy ~ dg si (X, d1) y (X, d2) tienen los mismos abiertos, o lo que es igual, si la funcién
identidad id: (X,d;) — (X,d2) es un homeomorfismo, y que d; y ds son uniformemente
equivalentes, si la funcién idx es uniformemente continua cuando consideramos al dominio
provisto de la métrica d; y al codominio de la métrica ds, y cuando consideramos al dominio
con la métrica do y al codominio con la métrica dq. Senalamos este hecho escribiendo d; ~ dy.

OBSERVACION 1.34. Las relaciones ~ y ~ son de equivalencia.

OBSERVACION 1.35. Si dy y do son métricas uniformemente equivalentes de X, entonces
(X,d1) y (X,d2) tienen las mismas sucesiones de Cauchy. En consecuencia, uno es completo
sty solo si el otro lo es.

EJERCICIO 1.36. Pruebe que dos métricas di y da de un conjunto X son topoldgicamente
equivalentes si y solo si para cada x € X y cada € > 0 existe § > 0 tal que

Bi(z) C B2(z) y B*(x) C B (w).
EJsercicio 1.37. Pruebe que dos métricas dy y do de un conjunto X son uniformemente
equivalentes si y solo si para cada € > 0 existe § > 0 tal que
d d
Bj'(z) C B (x) y Bs*(x) € BH(x).
para todo x € X.

EJERcICIO 1.38. Pruebe que en R™ todas las distancias d,, (1 < p < o00), introducidas en
los items 1 y 2 de los Ejemplos 1.2, son uniformemente equivalentes. Concluya que R™ es
completo con cada una de ellas.

7. EIl Teorema del Punto Fijo para Contracciones

Una funcién f: X — X es una contraccion si existe 0 < k < 1 tal que
d(f(z), f(y)) < kd(z,y) para todo z,y € X.
Es claro que toda contraccion es uniformemente continua.

TEOREMA 1.39 (Teorema del punto fijo para contracciones). Si (X,d) es un espacio
métrico completo, entonces toda contraccion f: X — X tiene un unico punto fijo.

DEMOSTRACION. Unicidad: Si f(z) =z y f(y) = y, entonces d(z,y) = d(f(z), f(y)) <
kd(z,y). Como k # 1, esto implica que = = y.
Existencia: Elijamos xg € X y consideremos la sucesién xg, 1,2 ..., donde x, = f™(x¢).
Como f es una contraccién, para todo m > n,

(2, 2m) = d(f" (x0), [ (20))
< k"d(zo, 7" (20))
m—n—1

<K Y d(f (o), f (x0))

1=0

m—n—1
< k" ( > kl) d(zo, f (o))
1=0

15
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En
<
T 1—k

d(o, f(z0))-

En consecuencia, como k™ tiende a 0 cuando n tiende a infinito, xg, x1, z2,... es de Cauchy.
Escribamos x = lim,,_,+ . Entonces

@) = F(lim (o)) = lim " (z9)) = 2.

n—o0

lo que termina la prueba. O

NoTA 1.40. La demostracion no sélo prueba que el punto fijo existe, al mostrar que para
todo x € X la sucesion

z, f(), f2(2), f2 (@), [ (@),
converge al punto fijo de X, también da un método para aprozimarlo con precision arbitraria.

EJEMPLO 1.41. Dada una matriz

ai;p - A1im
A= . . : c ]Rmxm

am1 - Gmm
y un vector columna b € R™, consideremos la aplicacion
T:R™ — R™

definida por T(Z) := AT + b para cada vector columna & € R™. Queremos encontrar condi-
ctones para que T sea una contraccion. Esto depende de la métrica que le demos a R™. Con
la métrica ds, obtenemos

m
oo (T(), T(§)) = méix |y aij(x; — yj)
j=1
m
< mix > laijllz; — vl
j=1
m
§ miéX Zl |CL1J| doo(fa g)v
]:

donde x1,...,Zm €Y1,...,Ym denotan a las coordenadas de T y 1, respectivamente. Esto nos
da la condicion

m
Z\aij\ <1l paral <i<I1.
j=1

16
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Con la métrica dy, obtenemos

i=1 |j=1
m m
< ZZ |aij||z; — ;1
j=1i=1
m m
= ZZ |aijl|z; — y;l
i=1 j=1
m
< Hlj'X Z |az‘j|> d1(Z, ),
=1

lo que da la condicion
m
Z’aij’ <1 paral<j<m.
i=1

Finalmente, si usamos la métrica d, con 1 < p < oo, entonces por la desigualdad de Holder

p
m m
dp(T(@), T =>_ D aij(z; — yy)
i=1 \j=1
m m m p
<D gD laigle ) Dl — sl
i—1 \ =1 =1
———  \ P
m m
= Z J Z |aij|q dp(£7 g’)pj
. 2

.
Il
—

donde 1 < q < oo estd definido por la igualdad 1/p + 1/q = 1. Asi, usando esta métrica

obtenemos la condicion
P

m
> lale ] <1,
j=1

aizj < 1. En consecuencia, bajo cualquiera de estas

i=1

m
ij=1
condiciones la ecuacion T(Z) = & tiene una solucion unica Zy. Ademds, lim, o, T"(Z) = Xy,
para todo ¥ € R™.

la cual para p =2 se transforma en )

EJEMPLO 1.42. Ahora probaremos un famoso teorema de Picard acerca de la existencia y
unicidad de las soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales. En el proceso usaremos libre-
mente el concepto de derivada e integral de funciones vectoriales de variable real. Ademds,
dado Z € R™ escribiremos || T/ en lugar de doo(Z,0). Supongamos que tenemos una ecuacion
diferencial

dy =

% = f(x7y))
17



7 El Teorema del Punto Fijo para Contracciones Espacios Métricos

donde f: U — R" es una funcion continua definida en un abierto U de R x R™. Si existe un
M > 0 tal que f satisface la siguiente condicion de Lipschitz con respecto a y:

doo (f(x7?71)) f(l‘)ng)) < Mdoo(?jh?j?) para todo (xvgl) ) (x7g2) en U;
entonces para cada (xo,9o) € U existe un segmento [xg — d,xo + d] y una dnica funcion
diferenciable 3: [xg — d,xzo + d| — R™, cuyo grdfico pasa por (Zo,Yo), tal que

-

-

(0. @@) eV y )= fla, @) para todo z € fro — dywo +d),

o, equivalentemente, tal que (z,3(x)) € U para todo x € [xg — d,xo+d] y
(5) s =+ [ Fltan)at
o

En efecto, como f es continua existen K > 0 y un entorno abierto V' de (x¢, %) incluido en

U, tal que || f(z, 7)o < K para todo (x,7) € V. Elijamos d > 0 tal que

- Siz —xo] <d ydeo(¥,90) < Kd, entonces (z,4) € V,
- Md< 1.

Denotemos con C* al espacio de las funciones continuas ¢: [xo — d,zo + d] — R"™ tales que
doso (@’(w),yj’o) < Kd para todo x € [xg — d,zo + d], dotado de la métrica
doo(P1,P2) = = max  doo(F1(2), Fo(2)).
z€[zo—d,x0+d]

Es facil ver que C* es un subespacio cerrado del espacio de las funciones continuas y acotadas
C([xo — d,zo + d],R™), donde a R™ lo consideramos provisto de la métrica d y que, por lo
tanto, es completo. Consideremos la aplicacion A: C* — C([xg — d,zo +d], R"™), definida por

A(P)(x) = o + /z Flt, 3(t)) dt.

Dado que

oo (A(B) (@), ) = ’”f@,@(f))dt‘ < Kz — ao),

la imagen de A cae dentro de C*. Ademds A es una contraccion, ya que

oo (A1) (@), Al p2) (2)) =] / x(f(t,@(t))—f(t,sﬁz(t)))dtH < Mddo(gr, ¢2).

0
para todo x € [xg —d,zo+d] y Md < 1. En consecuencia, por el Teorema del punto fijo para
contracciones, la ecuacion integral (5) tiene solucion tunica.

El siguiente resultado generaliza el Teorema 1.39.

TEOREMA 1.43. Si (X, d) es un espacio métrico completo y f: X — X es una aplicacion
continua tal que f™ es una contracion para algin ng € IN, entonces f tiene un inico punto

Tyo.

DEMOSTRACION. La unicidad se sigue del Teorema 1.39 y de que todo punto fijo de f es
también un punto fijo de f"°. Veamos la existencia. Tomemos xg € X arbitrario. Como f™0
es una contraccion existe x := limy, oo "0 (z). Afirmamos que f(x) = z. En efecto, dado
que f es continua, f(z) = limy, e fM™(f(x0)) v dado que f™ es una contraccién, existe
0 <k <1tal que

d(f™" (f (o)), ™" (w0)) < K™ d(f™ (20), 0)-
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Asi,
d(f(@).2) = lim_d(f™™(f(xo), F7"(x0)) = lim K™d(f™ (x0).z0) = 0

y, por lo tanto, f(z) = x. También podriamos haber argumentado asi: por la Nota 1.40
sabemos que

x= lim f™%(x0) y f(z)= lim f™"°(f(zp))
m—o00 m—oo
son puntos fijos de ™. Pero f™ tiene un tnico punto fijo. Asi, f(z) = . O

EJEMPLO 1.44. Dado un intervalo cerrado [a,b] de R, consideremos el subconjunto T
de [a,b] X [a,b] formado por los puntos (z,y) con y < x, y fijemos una funcion continua
K:T xR — R, llamada nicleo, y una funcion continua ¢: [a,b] — R. Vamos a probar que
st K satisface la siguiente condicion de Lipschitz con respecto a la tercera variable:

|K (z,y,21) — K(x,y,29)| < M|z1 — 23| para todo (x,y,21) y (x,y,22) en T X R,

entonces la ecuacion integral

(6) £@) =2 [ K 1) dy +pla),

donde A € R es arbitrario, tiene una dnica solucion continua f: [a,b] — R. Para ello consi-
deremos la aplicacion

A: C([a,B,R) = C([a, b, R),
definida por

/ K(z,y, f(y)) dy + o(z).

Afirmamos que

A @), A ) @) < WD (1) para todo € o8],

En efecto, el caso n =0 es trivial, y suponiendo que el resultado vale para n obtenemos

d(A"(f1) (), A" (f2)(2)) = A /x( (2,5, A"(f1)(y) — K (2., A" (f2)(v))) dy

oo

<A sup / K (2,4, A" (f1) () — K (2,9, A™(f2) ()] dy

z€a,b]

< / MIA™(£1)(4)) — A™(f2)(4))] dy
<t [ g dy
_ |A|n+1Mn+1doo(f1’f2)/ Mdy

n!
n+1
|)\|n+1Mn+1((—f)1) oo(fl, f2)
Pero entonces
b—a)”
doe(A7(F), 47(1) < N2 0= D (1 1),
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Esto prueba que A es uniformemente continua y A™ es una contraccion para n suficientemen-
te grande. En consecuencia, por el Teorema 1.43, la ecuacion integral (6) tiene una tnica
solucion continua.

8. Conjuntos de Primera y Segunda Categoria

TEOREMA 1.45 (Teorema de Baire). Si X es un espacio métrico completo y (C;)ien es
una familia numerable de cerrados de X con interior vacio, entonces |J;o, C; tiene interior
vacio.

DEMOSTRACION. Supongamos lo contrario y tomemos un abierto U de X incluido en
U2, C;. Como el interior de Cy es vacio, existe 1 € U \ Ci. Como U \ C} es abierto, hay
una bola cerrada B, (x1) tal que By, (z1) C U y C1 N By, (71) = 0. Podemos suponer ademés
que r1 < 1. El mismo argumento prueba que hay una bola cerrada B, (z2), de radio menor
que 1/2, tal que B,,(72) C By (71) y Co N By, (z2) = (. Siguiendo con este procedimiento
obtenemos una sucesién de bolas cerradas

Brl (‘Tl)a BT‘Q (%2), B'I‘3($3)7 BT4(‘T4)7 R

cada una incluida en la anterior, cuyos radios tienden a cero y tales que C; N B; = 0. Por el
Teorema 1.28, la interseccién ();2, B; contiene un punto z, que no puede estar en ningin C;.
Pero como B C U C Uf; C};, esto es imposible. ]

Tomando complementos obtenemos la siguiente version del Teorema de Baire

TEOREMA 1.46. Si X es un espacio métrico completo y (U;)iew es una familia de abiertos
densos de X, entonces (2, Ui es denso.

Notemos que esto es una variaciéon del siguiente resultado elemental que vale en todo
espacio métrico.

OBSERVACION 1.47. Si Uy,...,U, C X son abiertos densos, entonces ﬂ?zl U; es denso.

DEMOSTRACION. Consideremos un abierto V de X. Como U es denso, VNU; # (). Como
Us es denso, V N U NUs # (), etcetera. O

Un subconjunto A de X es de primera categoria si existe una familia numerable de con-
juntos A; con A; =0, tales que A = [J;°; A;. En caso contrario A es de sequnda categoria.

TEOREMA 1.48. Si X es completo y A C X es de primera categoria, entonces A° = ().
DEMOSTRACION. Esto es una consecuencia inmediata del Teorema 1.45. O

TEOREMA 1.49. Si (C;)ien es una familia de cerrados de un espacio métrico completo X
y U es un abierto de X que corta al interior de | J;2, C;, entonces U corta a | J;2, C;. Dicho
de otra forma,

00 °© o0
Un (UCZ) £0=Un|JCy#0.
i=1 i=1
En consecuencia, si el interior de | J;2, C; es denso, entonces | J;=, CF también lo es.
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DEMOSTRACION. Debemos probar que existe n € IN tal que U N CS # (). Como U es
abierto, UN (U2, Ci)° # 0y
o0
UJ@nc)=0n
i=1

N

C;o2UN <U Ci) ;
i=1

el interior de U?;(U N C;) es no vacio. En consecuencia, por el Teorema 1.45, existe n tal
que (UNC,,)° # 0. Pero entonces

UNCy 2UN({UNC,)° #0,

donde la tltima desigualdad vale porque U es denso en U y (U NC,,)°, es un abierto no vacio
de U. O

8.1. Aplicaciones En esta subseccién damos una pocas aplicaciones del Teorema de
Baire. Muchas més pueden encontrarse en el libro “El Teorema de Categoria de Baire y
Aplicaciones” de Wilman Brito.

8.1.1. Puntos aislados Recordemos que un punto x de un espacio métrico X es aislado
si existe r > 0 tal que B,(z) = {z}. Esto es, si {z} es un abierto de X. Dado un subconjunto
A de un espacio métrico X, denotemos con aisx(A) al subconjunto de A formado por los
puntos aislados de X que estdn en A.

PROPOSICION 1.50. Si V' es un abierto numerable de un espacio métrico completo X,
entonces UNV Caisx (U NV), para cada abierto U de X. En particular V C aisx (V') y, por
lo tanto, aisx (V') es infinito y tiene la misma adherencia que V.

DEMOSTRACION. Supongamos que (U NV) \ aisx (U NV) es no vacio. Entonces es finito
y todos sus puntos son aislados, o es infinito numerable, y por el Teorema 1.45 también tiene
puntos aislados, pero esto evidentemente es absurdo. ]

COROLARIO 1.51. 57 X es un espacio métrico completo con finitos puntos aislados, en-
tonces X no es numerable (aunque puede ser finito).

8.1.2. Funciones continuas sin derivada en ningin punto Durante mucho tiempo
se discution si existian funciones continuas sin derivadas. Por ejemplo, Lagrange creia que toda
funcién continua era derivable salvo posiblemente en un conjunto pequeno de puntos, pero
Riemman pensaba que existian funciones reales continuas de variable real no derivables, y
propuso un ejemplo, que resulté ser falso. El primer ejemplo de una funciéon continua sin
derivada en ningin punto publicado en una revista de matematica con referato fue dado por
Weierstrass, pero parece haber uno anterior debido a Bolzano. Para mas detalles ver el libro de
Brito mencionado arriba. Aplicando el Teorema de Baire es posible probar que las funciones
continuas sin derivada no sélo existen sino que son la mayoria.

Una funcién continua g: [a,b] — R es lineal a trozos si existe una particién
a=x0 <21 < < Tp_1<xTp=2>=
de [a, b] tal que la restriccién de g a [z;,x;+1] es una funcién lineal
g(x) = aux + G para todo i.
El siguiente resultado es interesante en si mismo.

PROPOSICION 1.52. El conjunto de las funciones lineales a trozos de [a,b] en R es denso
en (C’([a, b],]R),doo).
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8 Conjuntos de Primera y Segunda Categoria Espacios Métricos

DEMOSTRACION. Fijemos f € C([a,b],R). Debemos probar que para todo ¢ > 0 la bola
B(f) contiene funcién lineal a trozos g: [a,b] — R. Como f es uniformemente continua,
existe 6 > 0 tal que |f(z) — f(2')| < €/2 siempre que |z — 2’| < §. Tomemos n € IN mayor que
(b—a)/d, y consideremos la particién

a=20 <21 <+ < Tp_1<xp=2>0b

de [a,b], donde x; = a+1i(b—a)/n. Afirmamos que la tnica funcién g: [a,b] — R que coincide
con f en cada punto de la particién y es lineal en cada intervalo [z;, z;11], pertenece a Be(f).
En efecto, por la desigualdad triangular,

l9(x) — fo)] < lg(x) = g(zi)| + [9(zi) — f(2)] <e/2+€/2=¢

para todo z € [a,b], donde z; es el punto de la particién mas cercano a f. O

Por definicién, la mdzima pendiente M P(f,x), de una funcién f: [a,b] — R en un punto
x € [a,b], es el supremo

sup {2+ 1) =S

OBSERVACION 1.53. Si M P(f,z) > MP(g,x), entonces

::c+he[a,b]}.

porque
(f+9)@+h)—(f+9)@)| _|flzt+h) —flz) gl@+h)—g)
h h h
S | fl@+h) = f(z) _‘g(l’+h)—g(l’)
- h h
> f(x—i_h})L_f(x) —MP(g,IL‘)
para todo h.

LEMA 1.54. Para todo M,N € (0,00) eziste h € C([a,b],R) tal que do(h,0) < M y
MP(h,z) > N para todo x.

DEMOSTRACION. consideremos la particién
a=x0 <11 < < Tp1<xp=">b
de [a,b], donde z; = a+i(b—a)/n. La funcién continua h: [a,b] — R, lineal en cada intervalo

[zi, xi+1], definida por

h(wi) = {M si ¢ es par,

—M siies impar,

satisface las condiciones pedidas si n > N(Ql}\}a). ]

TEOREMA 1.55. El conjunto de las funciones continuas f: [a,b] — R derivables algin
punto es de primera categoria en (C([a, b, R), doo).
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DEMOSTRACION. Consideremos los conjuntos
Cn:={f €C(a,b],R) : MP(f,x) < n para algin x},

donde n varia sobre los niimeros naturales. Como la unién de los C), incluye a todas las
funciones derivables en algun punto, para terminar la demostracién bastara probar que cada
C,, es cerrado con interior vacio.

C, es cerrado. Por la misma definicién de C),, dada una sucesion

flaf?,f:i,-..,fi,...

de puntos de C),, que tiende uniformemente a una funcién f: [a,b] — R, existe una sucesién
(7) L1y T2, L3y vey Ly

de puntos de [a, b] tales que M P(f;,z;) < n para todo i. Como |[a, b] es acotado, (7) tiene una
subsucesion convergente

wil,xh,xn,...,xi‘j,...
Digamos que z es su limite. Dado h tal que z + h € [a,b], exite una sucesién (h;j)jen que
tiende a h, tal que z;; + h; € [a, b] para todo j. Como h es arbitrario, la igualdad

flx+h)— f(x) fi(zi; + hy) — f(xi;) “n
h hj -
prueba que M P(f,xz) < n. Asi, f € C,,.

C, tiene interior vacio. Debemos probar que cada bola abierta B,.(f) con centro en una
funcién continua arbitraria f, tiene puntos que no estan en C,,. Por la Proposicién 1.52,
sabemos que hay una funcién lineal a trozos g: [a,b] — R a distancia menor que /2 de f.
Como forman un conjunto finito, los médulos de las pendientes de los trozos lineales de g
estan acotados por un nimero natural m. Por el Lema 1.54, sabemos que existe una funcién
continua h: [a,b] — R con |h(z)| <r/2y MP(h,z) > m+n para todo z. Por la desigualdad
triangular la funcién g + h pertenece a B,(f) y la Observacién 1.53 muestra que estd fuera
de C,,. O

= lim
j—o0

8.1.3. Principio de acotacién uniforme Consideremos una familia (f;);c; de fun-
ciones continuas de un espacio métrico completo X en R. Para cada n € IN, denotemos con
C, al conjunto de los = € X tales que |f;(x)| < n para todo i € I. Notemos que C), es cerrado

porque Cp = i f ([=n,n]), ¥ que
{z € X :sup|fi(z)| = o0} = X'\ U Ch.
iel nelN

TEOREMA 1.56 (Principio de acotacién uniforme). Si {x € X : sup;c; |fi(z)| = 0o} no es
denso, entonces hay un abierto no vacio U C X y un m > 0 tal que |fi(x)] < m para todo
1 €1 ytodoxelU.

DEMOSTRACION. La hipétesis dice que hay un abierto no vacio V de X tal que
VN{zreX:sup|fi(z) =0} =0,
i€l

0, lo que es igual,

Vel
nelN
Pero entonces por el Teorema 1.45 existe m tal que C,, # ). Asi, podemos tomar U = C, . [
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OBSERVACION 1.57. En realidad vale un resultado mds fuerte. Por et Teorema 1.49, si V
es un abierto de X que corta a |J,cy Cn, entonces existe un abierto no vacio U C V y un
m > 0 tal que |f;i(x)| < m para todo i € I y todo x € U.

9. Compaccidad (Primera Parte)

Una familia (Uy)xea de subconjunto de un espacio métrico X es un cubrimiento de X
si X = [Uyea Un. Un cubrimiento de X es abierto si sus miembros son abiertos. Un espacio
métrico X es compacto si todo cubrimiento abierto de X tiene un subcubrimiento finito. Un
conjunto Y C X es compacto, si lo es con la métrica inducida. Como todo abierto de Y es la
intersecciéon de Y con un abierto de X, esto ocurre si y sélo si cada cubrimiento

Y C U U,
AEA
de Y por abiertos de X, tiene un subcubrimiento finito. Usando las leyes de De Morgan se
comprueba inmediatamente que un espacio métrico X es compacto si y sélo si toda familia
de cerrados de X con interseccion vacia tiene una subfamilia finita con interseccién vacia. Un

subconjunto A de un espacio métrico X es totalmente acotado si para todo € > 0, existen
ne € IN'y subconjuntos Mj, ..., M, de X tales que A C |J;<; M; y didm(M;) < € para todo .

PROPOSICION 1.58. Para cada conjunto A de un espacio métrico X, las afirmaciones que
siguen son verdaderas:

1. A es totalmente acotado si y solo si para todo € > 0 existen finitos puntos x1,. .., Tn,
en A tal que min{d(xz,z;) : 1 < i < n.} < € para todo x € A. En otras palabras,
A C ULy Be(wi).

Si A C BC X y B es totalmente acotado, entonces A también lo es.

Si A es totalmente acotado, entonces A también lo es.

Si A es totalmente acotado, entonces A es acotado.

AT

Si A no es totalmente acotado, entonces existen € > 0 y una familia (x,,)nen de puntos
de A tal que d(z;, ;) > € para todo i,j.

DEMOSTRACION. Es claro que los items 1), 2) y 4) son ciertos. El item 3) vale porque el
diametro de un conjunto es igual al de su adherencia y

e Tle
AC U M; = AC U M.
i=1 i=1
Para probar que vale el item 5), notemos que si la condicién establecida en el item 3) es falsa
para algin € > 0, entonces dado un punto arbitrario x; de A, existe zo € A\ B((z1), porque
A G Be(xy); existe 3 € A\ (Be(x1) U Be(z2)), porque A & Be(x1) U Be(x2), etcétera. La
familia (x,)nen construida de este modo satisface la condicién pedida en el enunciado. ]

LEMA 1.59. Consideremos un cubrimiento abierto (U;)ier de un espacio métrico total-
mente acotado X. Si X no es cubierto por ninguna subfamilia finita de (U;);cr, entonces para
todo € > 0 hay una bola cerrada B[] que no es cubierta por ninguna subfamilia finita de

(Ui)ier-

DEMOSTRACION. Como X es totalmente acotado existen puntos x1,...,z, € X tales que
X = Ui, Belz;]. Si todas estas bolas cerradas fueran cubiertas por subfamilias finitas de
(U;)icr, entonces X también lo seria. g
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TEOREMA 1.60. Para todo espacio métrico X son equivalentes:

1. X es compacto.
2. A" # () para todo subconjunto infinito A de X.
3. Toda sucesion (xn)nen de puntos de X tiene una subsucesion convergente.

4. X es totalmente acotado y completo.

DEMOSTRACION. 1. = 2. Supongamos que A’ = () para algin subconjunto infinito A
de X. Entonces A es cerrado y cada x € A es el centro de una bola abierta B¢, () tal que
B, (z) N A es finito. Asf, X = (X \ A) U (U,c4 Be.(2)) es un cubrimiento abierto de X que
no tiene ningun subcubrimiento finito.

2. = 3. Es claro que si {z, : n € IN} es un conjunto finito, entonces x1,xs,... tiene una
subsucesion convergente. Si {x,, : n € IN} es infinito, entonces tiene un punto de acumulacién
x, lo cual nos permite construir una subsucesion (z,,)iciy que tiende a z, simplemente tomando
Tnipq € B%(aj) N {xnﬂrlv Lni+25 - -+ }

3. = 4. Por el Teorema 1.26, sabemos que X es completo. Veamos que es totalmente acotado.

Si no lo fuera, existirfan e > 0 y una sucesién 1, x2,... de puntos de X tal que d(z;, x;) > €
si 7 # j. Es obvio que esta sucesién no tiene ninguna subsucesién convergente.

4. = 1. Supongamos que X tuviera un cubrimiento abierto (U;);er sin ningtin subcubrimiento
finito. Usando el Lema 1.59 obtenemos bolas cerradas By 2 By O B3 D - - -, ninguna de las
cuales es cubierta por una subfamilia finita de (U;);e; v tales que didm(B,,) < % Como X es
completo, (o2, B, = {z} para un z € X. Tomemos U; tal que = € U;. Es claro que B; C U;
para algun 7, lo que es absurdo. O

COROLARIO 1.61. Todo espacio métrico compacto X es separable.

DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, para cada n € IN existe un conjunto finito de
puntos Fj, en X tal que Bl/n(x) N F, # 0 para todo x € X. Es claro que |J,,cy Fr es denso y
numerable. 0

TEOREMA 1.62. Para todo subconjunto C' de X es verdad que:
1. §i C es compacto, entonces es cerrado.
2. 51 X es compacto y C es cerrado, entonces C' es compacto.

DEMOSTRACION. 1. Esto se sigue inmediatamente de la Proposicién 1.27 y el Teore-
ma 1.60. A continuacién damos una demostracién més directa. Debemos probar que zg ¢ C
para ningin zo € X \ C. Para cada x € C, hay bolas abiertas disjuntas Be_(z) y Be, (z0) y, por
hipétesis, existen x1,...,x, € C tales que C C |Ji_; B, (2i). Es evidente que (;_; Be, (20)
es un entorno de xg que no corta a C.

2. Tomemos un cubrimiento (U;);e; de C' por abiertos de X. Como X es compacto y C' es

cerrado, existen i1, ..., 4, € I tales que X = (U}, U;;) U (X \ C) y asi C C U}, U, O
TEOREMA 1.63. Toda sucesion yi1,y2,ys,... de puntos de un conjunto totalmente orde-
nado Y, tiene una subsucesion creciente o una subsucesion decreciente.
DEMOSTRACION. Supongamos que %1, %2, ... Do tiene ninguna subsucesién creciente. En-
tonces el conjunto F' = {n : y, > y; para todo i > n} es infinito. Si F = {i; < iy < ...},
entonces yi, > Yis > Yig > . [l
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En el lema y teorema que siguen R"™ es pensado como un espacio métrico via la dis-
tancia d.,. Debido al Ejercicio 1.38, si cambidramos d, por cualquier otra de las distancias
introducidas en los Ejemplos 1.1, obtendriamos los mismos resultados.

LEMA 1.64. El producto I = I} X --- x I, de una familia finita de intervalos cerrados y
acotados de R es compacto.

DEMOSTRACION. Para n = 1 esto se sigue del Teorema 1.63. En efecto, por este teorema
toda sucesién de puntos de [a,b] tiene una subsucesién monétona, la cual, siendo acotada,
converge. Supongamos ahora que el resultado vale cuando n = m y que n = m + 1. Con-

sideremos una sucesién x',x2,x3,..., de puntos de I. Escribamos x! = (z9,...,20,,.1). Por

hip6tesis inductiva hay una subsucesién x™,x"2,x%, ... de x!,x2,x3,... tal que, para cada
j con 1 < j < m, la sucesién de nimeros reales zi',z'?, 27, ... converge. Tomando ahora
una subsucesion adecuada de x",x"2,x" ..., podemos conseguir que la sucesién de nimeros

reales formada por las dltimas coordenadas, sea también convergente. ]
TEOREMA 1.65. C C R, es compacto si y sélo si es cerrado y acotado

DEMOSTRACION. si C' es compacto, entonces por el item 4 de la Proposicién 1.58 y los
Teoremas 1.60 y 1.62, es cerrado y acotado. Reciprocamente, si C es cerrado y acotado,
entonces es un subconjunto cerrado de un cubo I = I; X --- X I, el cual es compacto por el
Lema 1.64. Asi, por el Teorema 1.62 también lo es C. (|

TEOREMA 1.66. Si X es compacto y f: X — X' es continua, entonces f(X) es un
subconjunto compacto de X'.

DEMOSTRACION. Si (U;);es es un subcubrimiento abierto de f(X), entonces (f~(U;))ier
cubre X. Como X es compacto, existen iy, ...,i, € I tales que X C f~YUy)U---U f~YU).
Por lo tanto, f(X) CU;U---UU,. O

COROLARIO 1.67. Si X es compacto y f: X — X' es continua, entonces f es cerrada.

=

DEMOSTRACION. Por el item 2 del Teorema 1.62, si A es cerrado en X, entonces es
compacto. En consecuencia, por el Teorema 1.66, f(A) es compacto y asi, por el item 1 del
Teorema 1.62, cerrado en X'. ([l

COROLARIO 1.68. Si f: X — X' es biyectiva y continua y X es compacto, entonces f es
un homeomorfismo.

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente del Corolario 1.67 y la Observacién 1.21. [

TEOREMA 1.69. Si f: X — X' es continua y X es compacto, entonces f es uniformemente
continua.

DEMOSTRACION. Por la continuidad de f, dado € > 0, para cada x € X existe d, > 0 tal
que d(f(z), f(z')) < § si d(x,2") < 0,. Por compaccidad existen x1,...,z, € X tales que

n
X =|JBay, (@)
i=1

Denotemos con 6 a min{(sg—i : 1 <i < n}. Dados z,2’ € X con d(z,z") < 9, existe ¢ tal que

d(z,z;) < 5;1'. Entonces

d(z',x;) < d(2',z) + d(z,z;) <6+ 6;” < 0,
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¥, por lo tanto, d'(f(z), f(z)) < d'(f (), f(z:)) + d'(f (i), f(2)) <e. a

10. Espacios conexos

OBSERVACION 1.70. FEs fdcil comprobar que para cada espacio métrico X son equivalentes:

1. Existe un subconjunto no vacio y propio de X que es abierto y cerrado.
2. Ewmisten conjuntos abiertos Uy y Us de X tales que Uy # 0, Uy # 0, X = U UUs y

UiNU; = 0.
3. Ewmisten conjuntos cerrados C1 y Co de X tales que C1 # 0, Cy #0, X = C1UCs y
CiNCy =10.

4. Eziste una funcion continua f: X — {0,1} no constante (aqui {0,1} es considerado
provisto de la métrica discreta).

Un espacio métrico X es no conero si se satisfacen las condiciones equivalentes de la
observacién anterior. En caso contrario es conexo. Un subconjunto Y de X es conexo si lo es
como subespacio. Dos subconjuntos A y B de X estan separadossi ANB =0y ANB = 0.

TEOREMA 1.71. Supongamos que Y C X y que Y = AU B. Son equivalentes:

1. A y B son subconjuntos separados de X .
2. Ay B son cerrados en Y y AN B = ().

En consecuencia Y es conexo si y sélo si no es union disjunta de subconjuntos no vacios
separados de X.

DEMOSTRACION. =) Supongamos que A y B subconjuntos separados de X. Entonces A
es un cerrado de Y porque

A=ANA=(ANA)UANB)=4ANnY

y, analogamente, B es un cerrado de Y. Ademds es claro que A N B = (). Reciprocamente, si
Ay B son cerrados en Y y AN B = (), entonces

A=ANY =(AnA)U(ANB)

y, por lo tanto, AN B C AN B = (. Similarmente AN B = (), de modo que A y B son
subconjuntos separados de X. O

TEOREMA 1.72. Un subconjunto Y de R es conexo si y solo si es un intervalo.

DEMOSTRACION. =) Si Y no es un intervalo, entonces existen a,b € Y y c € R\ 'Y tales
que a < ¢ < b. Es claro que Y = (Y N (—o00,¢)) U (Y N (c,+00)) v asi, ¥ no es conexo.
<) Supongamos que Y no es conexo. Entonces existe una funcién continua no constante
f:Y — {0,1}. Tomemos a < b € Y, con f(a) # f(b) y denotemos con zg al supremo
de todos los = € [a,b] tales que f es constante en [a,z]|. Si f(z9) = f(a), entonces por la
continuidad de f existe € > 0 tal que f es constante en [a,zo+€]; y si f(zg) = f(b), entonces,
nuevamente por la continuidad de f, existe e > 0 tal que a < xg—ey f(zo—€) = f(b). Como
ambas situaciones son absurdas, Y es conexo. ]

TEOREMA 1.73. Si X es conexo y f: X — X' es continua, entonces f(X) es conezo.

DEMOSTRACION. Si A y B fueran subconjuntos abiertos no vacios de f(X) tales que
f(X)=AUBy ANB = (), entonces f~1(A) y f~!(B) serfan subconjuntos abiertos no vacios
de X tales que X = f~H(A)Uf1(B)y Y A)nfYB)=0. O
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EJERCICIO 1.74. Pruebe el teorema anterior mostrando que toda funcion continua de f(X)
en {0,1} es constante.

TEOREMA 1.75. Si A es un subconjunto conexo de X y A C B C A, entonces B es conexo.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que B = X. Toda funcién
continua f: B — {0, 1} es constante sobre A, porque A es conexo. Como f~1(0) y f~%(1) son
cerrados, esto implica que f es constante. O

COROLARIO 1.76. Si A C X es conexo y denso, entonces X es conezxo.

TEOREMA 1.77. Consideremos una familia (A;)ier de subconjuntos conezxos de X . Si para
cada par de puntos x,x" € | J;c; Ai, existen A;,, ..., A;, tales que

z € A, a' e Ai, Y Aij N Aij+1 # () para todo j,
entonces | J;c; Ai es conexo.

DEMOSTRACION. Como los conjuntos A; son conexos, toda funcién continua

£ JAi = {0,1}

el
es constante sobre la unién de cada familia finita A;,..., 4;,, tal que A;; N A;,,, # 0 para
todo j. Por la hipétesis esto implica que f es constante. ]

La componente conexa de un punto x € X es el conjunto
Cgc:U{AgX:a:eAyAesconexo}.

EjeMPLOS 1.78. Veamos algunos ejemplos:

1. 8¢ X es conexo, entonces C,, = X para todo x € X.
2. Las componentes conezxas de (0,2) \ {1} son los intervalos (0,1) y (1,2).
3. St X tiene la métrica discreta, entonces C = x para todo x € X.

4. C, = x para todo x € Q.
PROPOSICION 1.79. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. C, es conexo.

2. Sixze Ay A es conexo, entonces A C C,.
3. CoNCy=00Cy=0Cy.

4. X = U,ex Co.

DEMOSTRACION. Es evidente que los items 2) y 4) son ciertos, y usando el Teorema 1.77
se ve facilmente que también lo son el 1) y el 3). O

OBSERVACION 1.80. Por el Teorema 1.75, las componentes conexas de X son cerradas, y
el ultimo ejemplo muestra que no tienen porqué ser abiertas.

EJercicio 1.81. Un espacio métrico X se dice totalmente desconexo si todos sus subcon-
juntos con mds de un punto son desconeros. Pruebe que X es totalmente desconexo si y solo
si Cp = x para todo x € X.
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10.1. Espacios arco-conexos Dados puntos z,y de un espacio métrico X, un arco o
camino de z a y es una funcién continua ¢: [a,b] — X, de un intervalo cerrado no degenerado
de Ren X, con ¢(a) =z y ¢(b) = y. Los puntos x e y son los extremos inicial y final del arco.
Como todos los intervalos cerrados no degenerados de R son homeomorfos, el intervalo [a, b]
puede ser reemplazado por cualquier otro. Dados arcos ¢: [a,b] - X dex ayy ¢: [b,c] - X
de y a z, las funciones ¢: [—b, —a] = X y ¥ x ¢: [a,c] — X, definidas por ¢(t) = ¢(—t) y

o(t) sit<b,
W(t) sit>b,

son arcos de y a x y de x a z, respectivamente. Decimos que = e y se pueden unir por un arco
si existe un arco ¢: [a,b] — X, de z a y. Un espacio métrico X es arco-conexo si cada par de
puntos de X se pueden unir por un arco. Un subconjunto Y de X es conexo si lo es con la
métrica inducida.

EJEMPLOS 1.82. Si bien toda las afirmaciones que siguen pueden comprobarse en forma
directa, algunas son mds fdciles de verificar apelando a resultados que daremos despies en
esta misma Seccion:

1. Un subconjunto de R es arco-conexo si y solo si es un intervalo.

2. R™\ {0} es arco-conexo si y sdlo sin > 2.

3. Un subconjunto A de R™ es estrellado si tiene un punto x tal que para todo otro punto
y de X, el segmento que une x con y estd incluido en X. Todo subconjunto estrellado
de R™ es arco-conezxo.

4. S" = {x € R"* : ||x||2 = 1} es arco-conexo para todo n > 1.

TEOREMA 1.83. Todo espacio métrico arco-conexo X es conexo.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.73, como los intervalos de R son conexos y los arcos
son funciones continuas, cada par de puntos z,y de X pertenecen a un subconjunto conexo
de X. Por el Teorema 1.77 esto implica que X es conexo. U

El siguiente ejemplo muestra que la reciproca de este resultado no vale.
EJEMPLO 1.84. La curva seno del topdlogo es el subconjunto
A={(z,y) eR*:2 >0 ey=sen(l/z)} U ({0} x [-1,1]),

de R2. Es fdcil ver que {(x,y) € R?® : x > 0 ey = senl/x} es arco-conexo. Por lo tanto
también lo es su adherencia A. Sin embargo A no es arco-conexo. En efecto, si hubiera un
arco ¢: [0,1] — A, de (0,1) a (1,sen(1)), entonces este camino pasaria por todos los puntos
(x,y) de A con 0 < x < 1 (porque si no su imagen no seria conexra), pero hay infinitos de
estos puntos con sequnda coordenada 1 e infinitos con sequnda coordenada —1, y es imposible
que todos esten en la imagen de @, porque es uniformemente continua.

TEOREMA 1.85. Si X es arco-conero y f: X — X' es continua, entonces f(X) es arco-
conexo.

DEMOSTRACION. Porque si ¢ es un arco de x a y en X, entonces f o es un arco de f(x)
a f(y) en f(X). O
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TEOREMA 1.86. Consideremos una familia (A;)ic1 de subconjuntos arco-conexos de X.
Si para cada par de puntos x,x’ € U;c; Ai, existen Ay, ..., A, tales que
re€Ay, €A, vy Ai; N A, # 0 para todo j,
entonces | J;c; Ai es arco-conexo.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, dados x, 2’ € |J;c; As, existen puntos
T=T0,L1y--+yTn—1,Tpn =<
tales que para cada ¢ < n hay un camino
@it [ai, aip1] — UAi
el
de z; en xz;41. El arco o, * -+ % g va de x a z'. O

La componente arco-conexa de un punto x € X es el conjunto

cyre = U{A CX:xe Ay A es arco-conexo}.

PROPOSICION 1.87. Las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. C¢"¢ es arco-conezo.

2. Six e Ay A es arco-conexo, entonces A C CI™°.
3. CgenCye =100 Cge = Cpre.

4. X = U,ex CF°.

DEMOSTRACION. Es evidente que los items 2) y 4) son ciertos, y usando el Teorema 1.86
se ve facilmente que también lo son el 1) y el 3). O

OBSERVACION 1.88. A diferencia de las componentes conexas, las arco-conexas pueden no
ser cerradas. Por ejemplo, las de la curva seno del topdlogo son los subconjuntos {0} x [—1,1],
que es cerrado, y {(x,y) €ER?:x >0 ey =sen(1/x)}, que no lo es.

11. Compaccidad (Segunda Parte)

Un conjunto Y C X es relativamente compactosi Y es compacto. Por los items 1y 2 de las
Proposicion 1.58, el Teorema 1.60 y el hecho de que todo subconjunto cerrado de un espacio
métrico completo es un espacio métrico completo, sabemos que si X es completo, entonces Y
es relativamente compacto si y sélo si es totalmente acotado.

Recordemos que el conjunto C(Z, X) de las funciones continuas y acotadas f: Z — X es
un espacio métrico via la distancia doo(f,g) = sup,cz d(f(2), g(zz), para cada par X, Z de
espacios métricos.

Un conjunto F C C(Z, X) es equicontinuo si para cada z € Z y cada € > 0, existe §; > 0
tal que

d(2',2) <8, = d(f(2'), f(z)) <e paratodoz € Zy f€F,
y es uniformemente equicontinuo si dado € > 0, existe § > 0 tal que
d(z',2) <6 =d(f(?), f(z)) <€, paratodozz €Zy feF.

TEOREMA 1.89 (Arzela-Ascoli). Consideremos F C C(Z,X) y para cada z € Z escri-
bamos F(z) ={f(z) : f € F}. Si Z es compacto y X es completo, entonces son equivalentes:
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1. F es equicontinuo y F(z) es relativamente compacto para todo z € Z.

2. F es relativamente compacto

3. F es uniformemente equicontinuo y F(z) es relativamente compacto para todo z € Z.
DEMOSTRACION. 1. = 2. Tomemos ¢ > 0. Como F es equicontinua, para cada z € Z

existe §, > 0, tal que si 2/ € By, (z), entonces d(f(z), f(2')) < € para todo f € F. Por
compaccidad,

n
ZC U Bs.. (zi),
i=1
para un subconjunto finito {z1,...,2,} de puntos de Z. Como |J;_, F(z;) es totalmente
acotado, existen un nimero finito de bolas B(a;) de radio e, tales que

U F(z) € | Be(ay).
i=1 j=1

Denotemos con I, al conjunto de todas las funciones o: {1,...,n} — {1,...,m}. Para
cada 0 € Ly, escribamos Fo = {f € F : d(f(zi),a,;)) < € para todo i}. Es fécil ver que
’F = UO‘E]Inm fa.

Consideremos ahora dos funciones f, g pertenecientes a un mismo F,. Dado z € Z, tome-
mos z; tal que d(z, z;) < J,,. Entonces,

d(f(2),9(2)) < d(f(2), f(2i)) + d(f(20); ao(i)) + dag(i), 9(zi)) + d(g(2i), 9(2)) < 4de.

Asi, didm(F,) < 4e. Como € y o son arbitrarios, esto muestra que F es totalmente acotado.

2. = 3. Tomemos ¢ > 0. Como F es relativamente compacto, existen subconjuntos Fi, ..., Fy
de C(Z, X), todos de didmetro menor que e, tales que F = (J;_; F;. Elijamos

fieFi,...,fn € Fn
Dado que, por el Teorema 1.69, las f;’s son uniformemente continuas, existe § > 0, tal que
d(z,2") < § = d(fi(2), fi(z')) <€, para todo i.
Dado f € F, tomemos i tal que doo (f, fi) < €. Si d(z,2") < 0, entonces
A(F(2), () < d(F(2), fi(2) + dUi(2), i) + dOfi(2), F(21) < Be.

Asi, F es uniformente equicontinua. Finalmente, F(z) es relativamente compacto para todo
z € Z, porque F es relativamente compacto y la aplicaciéon
ev,: F = X,
definida por ev,(f) = f(z), es continua.
3. = 1. Es evidente. ([l

Una sucesién de funciones (fy,)nen, de un conjunto X en R, es crecientesi fp(z) < frny1(x)
para todo z € X y todo n € IN y es estrictamente creciente si fn(x) < fnt1(x) para todo
x € X ytodon e NN.

TEOREMA 1.90 (Dini). Consideremos un espacio métrico compacto X y una funcion con-
tinua f: X — R. Si (fn)new es un sucesion creciente de funciones continuas de X en R, tal
que lim, o fn(z) = f(x) para todo v € X (convergencia puntual), entonces f, tiende a f
uniformemente.
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DEMOSTRACION. Tomemos z € X y € > 0. Por hipdtesis existe ng(x), tal que n > ng
implica d(fy(z), f(z)) < §. Elijamos un entorno abierto V, de x tal que d(fp,(2), f(z')) < €
para todo &’ € V.. Entonces d(f,(z), f(z')) < € para todon > ng y 2’ € V,. Por compaccidad,
existen xi,...,T, € X tales que X = Vg, U--- UV, . Sin > max{no(z1),...,n0(xm)},
entonces d(fn(x), f(x)) < € para todo = € X.

LEMA 1.91. La sucesion de polinomios P, (t) € R[t], definida recursivamente por
- Py(t) =0,
- Pana(t) = Palt) + 5(6 = PR(1)),
es creciente y tiende a v/t uniformente en [0,1].
DEMOSTRACION. Es claro que P,(0) = 0 para todo n > 0. Veamos que
0 < Pu(t) < Poyi(t) <Vt paratodon >0y todo t € (0,1).
Para n = 0 esto es claro. Supongamos que 0 < P, _1(t) < P,(t) < v/t. Entonces evidentemente

Paa(t) = Palt) + 3t = P2(0)) > Palt),

y sélo resta probar que P,,1(t) < /t. Para ello es suficiente observar que por hipdtesis
inductiva P, (t) < vt <2 — \/(t) para todo t € [0,1] y que
Paa(t) <V Palt) + 3 (t = P(0) < Palt) + Vi~ Pa)
et — P2(t) < 2(Vt — Py(t))
S Vt+ Py(t) < 2
e P(t) <2-/(),
donde la tercera desigualdad equivale a la cuarta porque v/t — P,(t) > 0. Escribamos ahora

F(t) =m0 Py(t). Como Poyi(t) = Po(t) + 1(t — P2(t)),

1
F(t) = () + 5t = f(#)°),
por lo que f(t) = v/t. Finalmente, la convergencia es uniforme por el Teorema de Dini. O
Un dlgebra conmutativa sobre un cuerpo k es un anillo conmutativo A junto con un

morfismo de anillos i: & — A. Una subdlgebra B de A es un subanillo B de A tal que
i(k) C B.

EJEMPLO 1.92. Para cada espacio métrico X, el conjunto C(X,R), de las funciones con-
tinuas y acotadas de X en R, es un dlgebra sobre R via

- (f+9)(@) = f(z) +9(2),
- (f9)(x) = f(x)g(x),

- i(N)(x) = A
Una subdlgebra A de C(X,R) separa puntos si dados x,y € X, existe f € A tal que
flx) # f(y).

PROPOSICION 1.93. Si A es una subdlgebra de C(X,R), entonces la adherencia A, de A
respecto de la distancia do, también lo es.
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DEMOSTRACION. Tomemos [y, gn, f,g € C(X,R). Es facil ver que si
f=lmf, y g=limgy,
unif unif
entonces f+ g =1m f, + g, v fg = lim f,gn. O
unif unif
TEOREMA 1.94 (Stone-Weirstrass). Consideremos un espacio métrico compacto X. Si A
es una subdlgebra de C(X,R) que separa puntos, entonces A es densa.

DEMOSTRACION. Lo probaremos en varios pasos.
1) Sif,g € A, entonces max(f,g) y mén(f,g) pertenecen a A. En efecto, como

f+g  |f—4 . _ftg |f-yl
2 + 2 y mln(fag)— 92 - 2 )

donde | f —g| es la funcién definida por |f —g|(z) = |f(x)—g(z)|, para verificar esta afirmacion,
bastard probar que h € A = |h| € A. Pero por el Lema 1.91, sabemos que

max(f,g) =

MP, o y,h? anifs /32 — |,

donde M > 0 es cualquier cota superior de {|h(x)|: x € X}, y como Rﬁﬁh2 € A para todo
n € IN, de este hecho se sigue que |h| € A.

2) Dados x,y € X y a,b € R, existe f € A tal que f(x) =a y f(y) = b. En efecto, si
g € A satisface g(x) # g(y), podemos tomar

9(z) —g(z)
fz)=a+(b—-a ( :
=) (b-a) 9(y) —g(x)
3) Dados h € C(X,R), x € X y € > 0, existe hy € A tal que hy(x) = h(x) y
hy(x') < h(x') + € para todo x’ € X. En efecto, por el segundo paso, para cada y € X
podemos elegir hy, € A tal que hgy(z) = h(z) y hey(y) = h(y) y, una vez elegido hy,, tomar
un entorno abierto V;, de y tal que hyy(y') < h(y') + € para todo y' € V,,. Por compaccidad
existen yi, ..., ym € X tales que X = J;~, V;,. La funcién h, = min(hgy,, ..., hay,, ) satisface
la desigualdad pedida y, por el primer paso, pertenece a A.
4) Dado h € C(X,R) y € > 0, existe h e A tal que h—e < h < h+e. En efecto, para
cada x € X, tomemos primero, h, como en el tercer paso, y luego un entorno abierto V, de =

tal que h;(2') > h(z') — € para todo 2/ € V,. Por compaccidad existen z1,...,z,, € X tales
que X = |2, V;,. Claramente la funcién h = max(hg,, ..., hs,,) satisface la desigualdad
pedida y, por el primer paso, pertenece a A. ]

COROLARIO 1.95. Toda funcién continua f: [a,b] — R es limite uniforme de una sucesion
Py, Py, Ps, ... de funciones polinomiales P, : [a,b] — R.
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Capitulo 2

Espacios de Banach

A partir de ahora, k =R o C.

1. Espacios Normados

Una norma en un espacio vectorial E es una funcién || ||: E — Rx>¢ que satisface:
1. ||z|| =0 siy sélo si z = 0.
2. A=zl = Al
3. Nl +yll < llzll + llyll-

Un espacio normado es un k-espacio vectorial E, provisto de una norma.

PROPOSICION 2.1. Si || || es una norma en E, entonces la funcién d: E x E — Rxq,
definida por d(z,y) = ||x — y||, es una métrica que satisface:

1. d(x + z,y+ z) = d(x,y) (Invariancia por traslaciones)
2. dA-z, A y) = |Nd(z,y) (Homogeneidad).
DEMOSTRACION. En efecto,
d(z,y) =0& [z —y| =0 z=y,
d(z,y) = |z —yll = lly — 2| = d(y, ),
d(z,2) = ||z — 2| <z =yl + lly — 2ll = d(x, y) + d(y, 2),
dx+zy+z)=l(@+2) = (y+2) = llz—yll = dy)
y por tultimo,

dA -z, A-y) =Xz =Xyl = [Nz =yl = [Md(z, y).

([l
EJERCICIO 2.2. Pruebe que sid: ExE — R>q es una distancia invariante por traslaciones
y homogenea, entonces existe una unica norma || || en E, tal que d(z,y) = ||z —y||, para todo

z,y € E.
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2 Espacios de Banach Espacios de Banach

Dados espacios normados E y F', el producto E X F es un espacio normado, via la norma
Il lloo, definida por ||(z,y)||co = méx(||z|, ||y||)- Notemos que la métrica que induce esta norma
sobre F x F' es la definida en el item 6 del Ejemplo 1.1. Salvo indicacién en contrario, siempre
consideraremos al producto E x F', de espacios normados E y F', dotado con la norma || ||cc-

TEOREMA 2.3. Para cada espacio normado E, las siguientes afirmaciones son verdaderas:

1. La funcion E——R>o es uniformemente continua,

2. La funcion E x E—">F es uniformemente continua y la funcién k x E——FE es
continua. Ademds, la restriccion de esta funcion a Br(0) x B,(0), es uniformemente
continua, para todo r > 0,

3. Si A€ k\{0} yx € E, entonces la funcion y — x+ -y es un homeomorfismo de E
en st mismo.

DEMOSTRACION. El primer item se sigue facilmente de que, por el item 2 de la Observa-
cién 1.3,
1l = llz2ll| = [d(z1,0) — d(z2, 0)] < d(x1,32) = |21 — 22,

y, el segundo, de las desigualdades

(1 + 22) = (2 + 25) || < |21 — 24| + [lwz — 25

Az = X < Al = 2+ A = Nl

Dejamos la prueba del tercero al lector. O

2. Espacios de Banach
Un espacio de Banach es un espacio normado completo.

EJEMPLOS 2.4. A continuacion damos una lista de espacios normados, serialando cuales
de ellos son espacios de Banach.

1. Un subespacio vectorial F' de un espacio normado E es en si mismo un espacio nor-
mado via la norma inducida. Cada uno de estos espacios es llamado un subespacio
normado de E. Es fdcil ver que si F' es un subespacio normado de E, entonces tam-
bién lo es su clausura F. Por la Proposicion 1.27 sabemos que si F es un subespacio
de Banach de E, entonces F' es cerrado en E y, por el comentario que sigue al Teo-
rema 1.26, que si E es un espacio de Banach, entonces también lo es todo subespacio
cerrado suyo.

2. Dados un conjunto Z y un espacio normado E, el conjunto B(Z, E), de las funciones
acotadas de Z en E, es un espacio normado via la suma de funciones, el producto por
escalares y la norma definidas por

- (f+9)(2) = f(2) +9(2),
- (A NE) = f(2),
1 flloe = sup.ez [IF(2)]-
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Es evidente que la métrica asociada a esta norma es la distancia do introducida en
la Seccion 5 del Capitulo 1. Por el Teorema 1.29, si E es un espacio de Banach,
entonces también lo es B(Z, F).

. Asumamos ahora que Z es un espacio métrico. Por el Teorema 2.3, dadas funciones

continuas f: Z -V yg: Z =V yun escalar X\, la funcion f+ X-g es continua. Por
lo tanto el conjunto C(Z, E), de las funciones continuas y acotadas de Z en E, es un
subespacio normado de B(Z, E). Por el Teorema 1.31, si E es un espacio de Banach,
entonces también lo es C(Z, E).

. Para cada espacio de Banach E, el conjunto c¢(E), de las sucesiones convergentes de

elementos de E, es un subespacio cerrado de B(IN, E). Ademds, el conjunto co(E),
formado por las sucesiones que convergen a cero, es un subespacio cerrado de c¢(E).
En consecuencia, todos estos espacios son de Banach. Siguiendo la prdctica usual
escribiremos l, ¢ y co en lugar de B(N,R), ¢(R) y co(R), respectivamente.

. El R-espacio vectorial I, (1 < p < o0), formado por las sucesiones x = (Ty)nen de

elementos de R que satisfacen Y .= |x;|P < 0o, es un espacio de Banach con la norma

| llp, definida por ||x||, = />, [x:[P. En efecto, dada una sucesion
X = X1,T2,X3,. .-
yn € N, denotemos con x,, a (x1,...,2y). Por el item 6 de los Ejemplos 1.1
1% + Yinlle < Xnllo + 1¥imlle < %l + [lyllp-
Como esto vale para todo n,
I+ yllp = 1 (Jx0 + yally) < Il + 191l

Como ademds

o0

> lzilp = [\ 1xlp,

i=1

”A'X’p =

l, es un subespacio de l y || ||, es una norma sobre l,. Veamos que es completo.

Supongamos que (X")new es una sucesion de Cauchy en l,. Entonces la sucesion

(2l Jnen, de las coordenadas m-ésimas de (X" )nen, es de Cauchy para todo m € IN.

Como R es completo, existe x,, := limz),. Escribamos x = (x1,22,x3,...). Dado
.. ’

€ > 0, elijamos ng € IN tal que ||x™ —x™ ||, < €, para todo n,n' > ng. Entonces

, /
Hxﬁn — Xjm|lp = n}l_rfloo ”Xﬁn - Xﬁan <e

Como esto vale para todo m € N,

%™ — x|, = nlgnoo %5 = Xjmllp < € para todo n > ng.

En consecuencia ||x||, < ||x"||, + ||x —x"|, < oo, por lo que x € l,. Por ltimo, la
acotacion (8) muestra que x = limy,,_,oc X" en 1.

TEOREMA 2.5. La completacion de un espacio normado E es un espacio de Banach.
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DEMOSTRACION. Sii: E < E’ es una completacién de E, entonces E' x E’ es completo e
i(E) xi(FE) es denso en E' x E'. En otras palabras, i xi: EX E < E'X E’ es una completacién
de F x E. Asi, por los Teoremas 1.32 y 2.3 las funciones

EM>]RZO, ExE-—>F y kxE—>E,

se extienden de manera Unica a funciones continuas
, / ; + / ! /
E'——R>y, E'xXE —FE y kxE——FE".

Dados x e y en E’, tomemos sucesiones (Zn)neN € (Yn)new en E que convergan a =y y
respectivamente. Debido a la continuidad de la suma y producto por escalares en E’,

r+H N y=lm xz, +' X7/ lim y, = Um (2, + X - yn).
n—o00 n—o0 n—oo
para cada A\ € k, y usando esto se comprueba ficilmente que E’ es un k-espacio vectorial. Por
ejemplo, la suma es comutativa porque
v+ y= lim (z, +yn) = lim (y, +2,) =y + 2,
n—oo n—oo

y los restantes axiomas se demuestran de la misma manera. Finalmente, las igualdades

e+l = || Ym (o + yn)ll' = 1 [l +yall < Y (]l + ] = 2]+ JoIf
y
A2l = | dan (A )l = T |3l = lm (Al = A Y (a]) = [A]]l2]

muestran que || || es una norma y, las igualdades

="yl = || Y (= )|l = lim o — il = i d(@a, ) = ().
que || || define la distancia de E’. O

3. Transformaciones Lineales

Supongamos que E y F' son espacios normados. Una transformacién lineal f: F — F
es acotada si existe una constante ¢ > 0, llamada una cota de f, tal que ||f(z)|| < c||z]|
para todo = € E. Denotamos con el simbolo Homy(FE, F) al espacio de las transformaciones
lineales de E en F'y, con el simbolo L(E, F'), al subconjunto de Homy(E, F') formado por las
transformaciones lineales acotadas. Supongamos que fi, fo: £ — F son acotadas con cotas
c1 y ¢ respectivamente. La desigualdad

[f1(2) + A~ fa(@)l| < [f1@) + 1A~ fa(@)]] < (ex + M) ]

muestra que entonces fi + - f2 es acotada con cota ¢ + |A|ce. Asi, L(E, F') es un subespacio
vectorial de Homy(F, F'). Como es usual, escribiremos Endy(E) en lugar de Homy(E, E) y
L(E) en lugar de L(E, E). Una transformacién lineal f € L(E,F) es un isomorfismo de
espacios vectoriales normados si es biyectiva y f~! € L(F, E). Dos espacios normados E y F'
son isomorfos si hay un isomorfismo f: £ — F.

TEOREMA 2.6. Para cada f € Homy(E, F), son equivalentes:

1. fe L(E,F).
2. f es uniformemente continua.
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3. f es continua en 0.

4. Sup|z(|=1 [f(2)] < oc.

DEMOSTRACION. 1. = 2. Porque si ¢ es una cota de f, entonces

1f(@) = @)l = lf(z =2 < clle — 2|

para todo z,2’ € E.

2. = 3. Es evidente.

3. = 4. Por hipétesis, existe 6 > 0 tal que f(Bs(0)) € B;(0). En consecuencia,

1 1 1

1@ = 518 7@)] = 517D < 5,

para todo z con ||z|| =1y todo 0 < ¢ < 4.

4. = 1. Escribamos M = supjj,|=1 ||f(z)]. Es evidente que [|f(0)|| < MOy, para todo x # 0,

1f ()l :f(i) <M

|| ]

Esto termina la prueba. O

Decimos que dos normas || ||1 y || ||2, definidas sobre un espacio vectorial E, son equiva-
lentes si existen ¢1 y ¢ en R tales que ||z]|1 < ci||z]|2 v [|z||2 < c2||z||1 para todo z € E.

COROLARIO 2.7. Son equivalentes:

Lo|[ |k vl ll2 son equivalentes.

2. idg es uniformemente continua cuando consideramos al dominio con la norma || ||1
y al codominio con la norma || ||2 y cuando consideramos al dominio con la norma
Il ll2 v al codominio con la norma || ||1.

3. idg es continua en 0 cuando consideramos al dominio con la norma || ||1 y al codominio
con la norma || ||2 y cuando consideramos al dominio con la norma || |2 y al codominio
con la norma || ||1.

Dado f € L(E, F), definimos la norma de f por || f|| = supj; =1 [ f(2)[|. Es facil ver que

x 7
1l = sup [F()] = F@I _ nge € Rso : | f(@)] < elle] va € B},
z€B1(0) zeE\{0} ||l

para toda f € L(E, F).

TEOREMA 2.8. L(E, F) es un espacio normado.
DEMOSTRACION. Tomemos f,g € L(E,F) y X € k. Por definicién,

IA- Sl = sup [[A-F(z)[ = sup [A[[f(x)]| = IAF]

[[=[|=1 llzll=1

lfIl=0=|f(x)|| = 0 para todo = € E con ||z|| =1= f =0.
Finalmente, de las desigualdades
[(f +g)@) = [1f(z) + g@)[| < [If @) + [lg(x)] = LfII + (gDl
validas para todo x € F, se sigue inmediatamente que ||f + g|| < ||f]| + llg- O
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OBSERVACION 2.9. De la desigualdad

1f @) =gl = [If (@) —g(@)+g(z)—g W)l < [[(f=g) @) +llg(z=y) | < [If=gllllzl+gllllz—yll,
valida para todo f,g € L(E,F) y todo x,y € E, se sigue que la funcion evaluacién
ev: L(E,F)x E — F,

definida por ev(f,z) = f(x), es continua. En consecuencia si f = limy, o0 frn en L(E,F) y
x = limy, 00 T, en E, entonces f(x) = lim, o0 f(x,) en F. Esto muestra en particular que si
fn tiende a f en L(E, F), entonces f, tiende a f puntualmente. Mds ain, de la desigualdad
mencionada arriba se sigue facilmente que si f, tiende a f en L(E,F), entonces f, tiende a
f uniformemente sobre cada subconjunto acotado de E.

TEOREMA 2.10. Si F' es un espacio de Banach, entonces también lo es L(E, F).

DEMOSTRACION. Consideremos una sucesiéon de Cauchy (f,,)new en L(E, F). Para cada
x € E, la sucesién f,(z) es de Cauchy en F porque ||fn(x) — fi(2)|| < ||fn — fullllz]]-
Escribamos f(z) = lim,_,~ fn(x). Las igualdades

flo+a') = lim fulo+a') = lim fole) + lin fola') = f(z) + F(2)

fA-x) = nlgrolofn()\x) = )\'nh;nolofn(x) =X f(x),

muestran que f es lineal. Como (f,)nen es de Cauchy, dado € > 0, existe ng € IN tal que
Il fn — fill < € si n,m > ng. Entonces, para cada x € E,

(9) 10~ fad @)l = tim [[(fa — fon) (@) < elle]

y, por lo tanto,
1f @) < [ fm@) +1(f = fm) @) < (| fmll + )l

para todo m > ng, lo que implica en particular que f € L(F, F'). Por iltimo, de la igualdad (9)
se sigue que f = lim, o0 fn. O

PROPOSICION 2.11. Si f € L(E,F) y g € L(F,G), entonces g°f € L(E,G) y, ademds,
lg=f Il < llgllll £

DEMOSTRACION. Porque [lg(f(2)) | < llglll £)] < lgllflllz]l para todo z € B, O

PROPOSICION 2.12. Una aplicacién lineal continua f: E — F es una isometria si y sélo
si || f(x)|| = ||z|| para todo x € E.

DEMOSTRACION. Si f es una isometria, entonces
1f(@)]| = d(f(z),0) = d(z,0) = ||z|
para todo x € E. Reciprocamente, si se satisface esta condicién, entonces
d(f(z), f(2') = I f(z) = f@) = [ f(z = 2")|| = [z — 2’| = d(z, 2")
para todo z,2’ € E. O
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OBSERVACION 2.13. Si f: V — W es una isometria, entonces
Il = sup [[f(z)] = sup [lz] = 1.

[[z]|=1 llz]l=1

La reciproca no es cierta. Por ejemplo, el endomorfismo de R? dado por (z,y) — (x,0), tiene
norma 1 y no es una isometria.

PROPOSICION 2.14. Si f: E — F es un isomorfismo, ||f|| < 1 y ||f~Y < 1, entonces f
es una isometria.

DEMOSTRACION. Para cada x € E,
el = 17 o f @I < 1@ < (1F(@)]]-
Pero por otra parte, || f(z)| < [[fllll=] < [[=]. 0

EJEMPLO 2.15. La funcion j: F — L(k, F), definida por j(x)(\) = A-x, es evidentemente
lineal. Ademds es claro que es inversible y que j=(f) = f(1). Por iltimo

17l = sup i)l = sup sup [[7(z)(A)]| = sup sup [A[fjz]| =1
=1 lell=1[x=1 lol=1 ]x=1

574 = sw 157 = s £ < sup £ = 1.
Il £ll=1 Ifll=1 Ifl=1

Ast, por la Proposicion 2.14, j es una isometria. Notese que el argumento muestra también
que Homy(k, F) = L(k, F).

El resultado que sigue mejora el Ejercicio 1.38.

TEOREMA 2.16. Si E es un espacio vectorial de dimension finita, entonces todas las
normas de E son equivalentes.

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que E = k™ y que una de

las normas es la norma || ||o. Denotemos con || || a la otra norma y con (eq,...,ey) ala base
canénica de k™. Cada vector x = (x1,...,x,) € k™ satisface

%[ = llz1-er+---+zn-enl <|ralller] + -+ |zalllen]] < nMlx]|o,
donde M = méx(|le1]], ..., |len]|). Asi, para todo par de vectores x,y € k",

Il = 1lylll < lx =yl < nM|x = ¥]lc-

En consecuencia, la aplicacién || ||: (K™, || |loo) — & continua. Como {x € k™ : ||x||oc = 1} es
compacto, existen ci,cz > 0, tales que ¢; < ||x]| < ¢z para todo x € k™ con ||x||oc = 1. Pero
esto implica que

X

Il = [x] H
= | Txles

X
Selxle vy Xl =Xl Tl
o0

para cada x € k™ \ {0}. O

H > elxllc

COROLARIO 2.17. Los siguientes hechos valen:

1. Cada k-espacio vectorial de dimension finita es completo con cualquier norma.

2. En cualquier espacio normado los subespacios de dimension finita son cerrados.
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DEMOSTRACION. La primera afirmacién se sigue inmediatamente del Teorema 2.16, y la
segunda de la primera y de la Proposicién 1.27. U

PROPOSICION 2.18. Si dimg(F) < oo, entonces Homy(E, F) = L(E, F) para todo espacio
normado F.

DEMOSTRACION. Por el Teorema 2.16 basta probarlo cuando E es k™ provisto con la
norma || ||«. En este caso toda transformacién lineal f: £ — F es acotada porque

IFE = 1f(z1-er+- Fan-en)| <[zl fen)] + -+ [znlllf(en)|] < M][x]|o,
donde M = ||f(e1)|| + -+ || f(en)]]), cualquiera sea x = (z1,...,x,) € k™. O
3.1. El Espacio Dual El dual algebraico de un espacio normado E es el k-espacio
vectorial Homy (E, k) y el espacio dual de E es el espacio normado E* := L(FE, k). Un subes-
pacio H de E es un hiperplano si existe ¢ € Homy(F, k) no nulo, tal que H = ker(y).
PROPOSICION 2.19. Para cada subespacio H de E, son equivalentes:
1. H es un hiperplano.
2. HG E ysi L es un subespacio de E tal que H & L, entonces L = E.
3. Existe x € E\ H tal que (H,z) = F.
DEMOSTRACION. 1. = 2. Consideremos una funcional lineal no nula ¢ € Homy(E, k) tal

que H = ker(y) y tomemos z € L tal que p(z) # 0. Cada y € E se escribe como suma de un
elemento de H y uno de L, en la forma

y— <y _ ) x) LW
o

Como H C L, esto prueba que L = F.
2. = 3. Del item 2 se sigue inmediatamente que si € E'\ H, entonces (H,z) = E.
3. = 1. Basta definir ¢(h+ X -x) = XA paratodo h€ H y X\ € k. O

PROPOSICION 2.20. Una funcional lineal ¢: E — k es continua si y sdlo si ker(yp) es
cerrado.

DEMOSTRACION. Es claro que si ¢ es continua, entonces ¢~ '(0) es cerrado. Veamos que
vale la reciproca. Evidentemente podemos suponer que ¢ # 0. Fijemos € ¢~1(1) y escri-
bamos M = d(z,p (0)). Como ¢ 1(0) es cerrado, M > 0. Dado y € V, existen A\ € k y
z € ¢~ 1(0) tinicos tales que y = z + A - 2. Es evidente que A = p(y). Si y ¢ ¢~ 1(0), entonces

1
yll = llz+ oY) - zf| = ey '-z+:v = le(y)|M,
lyll = (y) - || \()I(p(y) lo(y)]
y es obvio que [|y[| > | (y)|M siy € ¢~ (0). Asi, [p(y)| < 57 llyl para cada y € E. O

Dados un espacio normado E'y una sucesion (a,)nen de elementos de E, la serie 372 | ay,
de término general a,, es la sucesién (Si, Sa,...), donde S; = > | a,. Una serie ) >~ a, es
convergente si existe lim;_, o, S; = s. En tal caso decimos que s es el limite o la suma de la serie
y escribimos s = Y °° | a,. Finalmente, decimos que Y " | a, es absolitamente convergente

. . 2, o
si la serie de nimeros reales > ° | ||ay|| converge.

PROPOSICION 2.21. Toda serie Y .- | an, de elementos de un espacio de Banach E, que

es absolutamente convergente, es convergente.
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DEMOSTRACION. Como Y >, |las|| es de Cauchy y
llang + -+ + amg |l < llany[| -+ llam || para todo ng < me,
la serie Y7 | a,, es de Cauchy y, por lo tanto, siendo E un espacio de Banach, convergente. [

PROPOSICION 2.22. Si una serie y .- a, de elementos de un espacio de Banach E es
absolutamente convergente, entonces y - | aj(n) €s absolutamente convergente para cada fun-
cion biyectiva j: IN — IN y ademds, Y )71 ajo) = > 02 an

DEMOSTRACION. Dejada al lector. O

TEOREMA 2.23. Para cada p € R>1 hay una isometria biyectiva f: lg — 1), donde q estd
determinado por la igualdad % + % =1.

DEMOSTRACION. Fijemos y = (y1,%2,...) € lg. Por la desigualdad de Holder,

o
(10) Z lyizi| < |lyllqllx]lp para todo x = (z1,22,...) € lp,

i=1
(la desigualdad de Holder fue establecida para p > 1, pero vale trivialmente para p = 1, con
g = 00). En consecuencia la serie py(x) = > .o, y;x; converge absolutamente. Por lo tanto
esta férmula define una funcién ¢y : [, — k, que claramente es lineal. Ademads

Z YiZi

=1

< sup Z\yzwz\< sup [y llglxllp = [1¥lgs

lIxllp=1%=1 [Ixl[p=1

leyll < sup [py(x)| = sup

lIxllp=1 [Ix[[p=1

lo que muestra en particular que ¢y € [5. Es claro que la aplicacién §: I, — [}, definida por
f(y) = @y, es lineal, y que

Il = sup f(y) = sup [loy| < sup [lylly < 1.
lyll=1 ly=1]| ly=1]|

Ademss es inyectiva, ya que si e; es el elemento de [, cuyas coordenadas son todas 0, salvo
la i-ésima, que vale 1, entonces f(y)(ei) = ¢y(ei) = y;. Resta ver que f es una isometria
sobreyectiva. Por la Proposicién 2.14, para ello es suficiente ver que existe una trasnsformacion
lineal g: 5 — [, tal que |lg|| <1y feg = id. Dado ¢ € I} definimos

9(p) = (v(e1), p(ez), p(es), ... ).
Veamos que g(¢) € Iy y que [|g(¢)|lq < |l¢]]. Consideramos dos casos:
p=1. En este caso [|¢(e;))| < ||¢lllleillr = ||¢|| para cada i € IN y, por lo tanto,

la()llc = lle(e1), plez), .. [loo <[],
lo que prueba simultaneamente ambas afirmaciones.

QESORNORIS

p > 1. Para cada n € N, denotemos con x™ a la sucesién x™ = (' 2y ',
definida por

O {W’(ei)!q_l sg(p(ei))  sii<n,

0 sit>n,

donde sg denota a la funcién signo. Es claro que x™ ¢ l, para todo n. Un calculo directo
muestra que

- Z;,;Z(”) Z\go )| sg(pler))eler) = D |o(er)?
=1 =1
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Asi,
1 1
n n P n P
D leten]? = lpx™)] < flellx™ 1, = llel (Z\@(ei)\(q_”p> = [l (Z !w(ei)!q> ,
i=1 i=1 i=1
por lo que

n

> lples)]d < gll.

i=1
Haciendo tender n a infinito, obtenemos que [|g(¢)|lq < |l¢[l. Igual que en el caso anterior,
esto prueba simultaneamente ambas afirmaciones.

Para terminar la demostracién sélo falta probar que f(g(y¢)) = ¢ para todo ¢ € I;. Pero
si x = (21,22,23,...) € lp, entonces

f(a(2))(x) = f(p(er), ple2), ples), ... )(x) = Y wiples) = p(x),
i=1

donde la tdltima igualdad se sigue de que

n
X — E xI; - €j
=1

y, por lo tanto, x = Y -7, z;€; en [, O

1
P
= (Z \azi|p> — 0 cuando n tiende a oo,
p

i>n

TEOREMA 2.24 (Hahn-Banach). Para cada espacio normado E, cada subespacio S C E
y cada funcional ¢ € S*, eviste p € E* tal que 9 = ¢ y [|o] = [lo]|-

DEMOSTRACION. Consideremos las extensiones parciales de . Es decir, los
pares (W, 1)), formados por un subespacio W de E tal que S C W y una funcional ¢ € W*

tal que g = ¢ y [|¢]| = [|¢||. Ordenamos estas extensiones por (W,¢) < (W', ¢') si W C W'

y 1/1|'W = 1). Por el Lema de Zorn existe una extensién maximal (W, 1;) Debemos probar que

W= E, para lo cual mostraremos que si W CEyzek \/VIV/, entonces @Z se puede extender a
una ¢ € (W (z))* tal que ol = ”QZ” Dando por hecho el caso trivial ¢ = 0, y multiplicando
por una constante, podemos suponer que [|i| = 1. Definimos ¢(w + A - z) = 1 (w) + Aa, con
a € R fijo. Debemos ver que se puede elegir a de forma tal que ||¢|| < ||| = 1. Es decir, de
forma tal que |(w) + Aa| < |w + A - z|| para todo A € Ry w € W. Reemplazando w por
A - w es facil ver que para ello serd suficiente elegir a tal que |1h(w) + a| < ||w + x| para todo
w E W, o equivalentemente, tal que
—p(w) — lw+z| < a < —P(w) + |w+z| para todo w € W.

Asi, hemos reducido la cuestién a probar que

sup (—f(w) — w + ) < fnf (<) + v+ z|)
weWw veW

0, 1o que es igual, que —h(w) — ||w + z|| < —1h(v) + ||v + 2| para todo v,w € W. Pero
P(v) = P(w) < Plv —w)| < flv—wl =[(v+2) = (w+ )| < v+ +|w+z],
donde la segunda desigualdad vale porque HQZ | =1.
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Denotemos con v a la parte real de ¢. Como
b(i - v) = Re(p(i - v)) = Re(ip(v)) = —Sm(p(v))
para todo v € S, sabemos que ¢(v) = ¥ (v) — i)(i - v) para todo v € S. Por el caso real,

también sabemos que hay una extensién ¢: E — R que satisface |4 = ||¢||. Pero entonces
la funcién @(v), definida por @(v) := ¥ (v) — i)(i - v), extiende a ¢. Ademads, se comprueba
facilmente que @(v) es C-lineal. Por dltimo, dado que para todo v € E tal que ¢(v) # 0,
~ ~ (==L~ T~ =1~ =1~ ’
2(v)] = 2(8(v) " 18(v)lv) = 9 (B(v) " 12(v)[v) < [¥llIE() 1Sl = ¥,
la desigualdad [[of| < [[¢[] = [l¥]] < [l¢l vale. O
COROLARIO 2.25. Dados un subespacio cerrado S de E y un punto x € E\ S, eziste una
funcional lineal ¢ € E* tal que p(z) =1 y pg = 0.
DEMOSTRACION. Consideremos la funcién lineal ¢: S @ (x) — k, definida por
o(s+A-z)=X paratodose Sytodo A€ k.
Por la Proposicién 2.20, como ker(p) = S es cerrado, ¢ es continua. La demostracién se

termina aplicando el teorema anterior. O

COROLARIO 2.26. Dados x,y € E tales que (x) N (y) = {0}, existe un funcional ¢ € E*
tal que p(x) =0 y p(y) = 1. En particular, si E # 0, entonces E* # 0.

DEMOSTRACION. Esto es consecuencia del corolario anterior y del hecho de que por el
Corolario 2.17, el subespacio S = (z) de F, es cerrado. O

TEOREMA 2.27. Si L(E, F) es un espacio de Banach y E # 0, entonces F' también es un
espacio de Banach.

DEMOSTRACION. Fijemos una funcional ¢ € E* no nula y un punto xo € E tal que

¢o(xg) = 1. Dado y € F', definimos fy: E — F por fy(x) = ¢(z) - y. Es evidente que f, es
lineal, y es continua porque

1y (@) = lle() -yl < llylllell=]-
Ademds, la correspondencia
F L(E,F)
Yy fy

es lineal y satisface

1fyll = sup |[fy(@)[l = llyll sup ()] = llyllllell
[lz]l=1 ll]l=1

En consecuencia, si (yn)new s una sucesién de Cauchy en F, entonces la sucesion (fy, )nen
es de Cauchy en L(F, F) y, por lo tanto, como L(E, F) es completo, converge en L(E, F) a
una funcién lineal f: £ — F. Pero entonces

fxo) = lim_ fy, (o) = lim (o) - yn = lim yn,
lo que prueba en particular que F' es completo. ]
PROPOSICION 2.28. Si un espacio normado E tiene una sucesién de elementos
T1,X2,T3,T4y. ..
que genera un subespacio denso, entonces es separable.
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DEMOSTRACION. Consideremos el Q-subespacio vectorial

( Yo = {2 X wi M e Quy p{i: A # 0} < oo} si k=R,
T T TR N M e QUi y i A #£0) <00} sik=C,

de E. Es facil ver que (x1,z2,...)q es numerable y (x1,22,...)q = (z1,22,...) = E. O
COROLARIO 2.29. Los espacios I, (1 < p < 0o) son separables.

DEMOSTRACION. Por la Proposicién 2.28, para verificar esto basta recordar que en la
parte final de la demostracién del Teorema 2.23 se probé que el conjunto {e; : i € IN}, donde
e; es el elemento de [, cuyas coordenadas son todas 0, salvo la i-ésima, que vale 1, genera un
subespacio denso de [,,. ]

El espacio de Banach [, no es separable, porque dado un conjunto numerable arbitrario
{x; = (wiy, Tip,...) : 1 € N} Clo, la sucesién y = (y1, 42, ... ), dedinida por

_ 0 si |$jj| > 1,
Yi 2 en otro caso,

estd a una distancia mayor o igual a 1 de cada x;.
TEOREMA 2.30. Si E* es separable, entonces también lo es E.

DEMOSTRACION. Por el Corolario 2.26, si E* = 0, entonces £ = 0 y, en particular,
separable. Supongamos que E* # 0. Por hipétesis E* tiene un subconjunto numerable denso
{¢1,¢2,...}. Para cada n € N tomemos z,, € E tal que [|z,| = 1y [[¢n]l < |@n(zn)| + 2.
Por la Proposicién 2.28, para terminar la demostracién serd suficiente probar que

S :=(z1,29,...) = E.

Supongamos que no es asi y, fijado x € E \ S, consideremos la funcional ¢: S @ (z) — k,
definida por ¢(s + A-xz) = X para todo s € S y A € k. Notemos que 1) es continua porque
keriy = S es cerrado. Por el Teorema de Hahn-Banach, v tiene una extensién IZ € E*. Por
la densidad de {1, p2,. .. }, existe una sucesién (¢n;)jen de elementos de este conjunto que

tiende a 1. Por un lado

lim |90nj($nj)| = ||7!}||7
j—o0
porque llgn, | = 191 ¥ [lon, (2] = lon Il < . Por otro lado

[ on; (@n)| = @n; (2n;) = ¥(@n;)| < llen; = Gllllzn; | = llon, — ¢l —0,
porque J se anula sobre S. Asi, 1; = 0, lo que es absurdo porque Q,Z(x) =1. O
COROLARIO 2.31. [ no es isomorfo a ly.

TEOREMA 2.32. (Teorema de acotacion uniforme) Consideremos una familia de funciones
lineales continuas (fr: E — F)xen, donde E y F son espacios normados. Si E es de Banach
y para cada x € E existe M, > 0 tal que || fx(x)|| < M, para todo A\, entonces existe M > 0
tal que || fx]| < M para todo X.
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DEMOSTRACION. Por el principio de acotacién uniforme (Teorema 1.56) existe una bola
abierta Bs(zp) y un N > 0 tal que |[fx(z)|| < N para todo A € A y todo = € Bs(zg). Si
x € Bs(0), entonces

[Ax@) = |fx(z + w0) — fa(wo)l| < [ fa(x + zo)[| + [ fa(wo)|| < N + My,.

asi, para cada = € B;(0),

(N + My,).

SR

1
1A @)= 510 - 2)] <
De modo que podemos tomar M = $(N + My,). O

Recordemos que un algebra conmutativa sobre un cuerpo k es un anillo conmutativo A
junto con un morfismo de anillos i: k — A. Una k-dlgebra (no necesariamente conmutativa)
es un anillo A junto con un morfismo de anillos i: & — A tal que i(\)a = ai()\) para todo
a € Ay X € k. Por ejemplo, para cada cuerpo k el anillo de matrices M, (k) es un algebra via
la aplicacién i: k — M, (k) definida por i(A) := A - I, donde [ es la matriz identidad. Si A es
una k-algebra, entonces A es un k-espacio vectorial via A - a :=i(N)a, y

(11) A (ab) = (A-a)b=a(\ D)

para todo A € k y a,b € A. Reciprocamente, cada anillo A provisto de una estructura de k
espacio vectorial que satisface (11) es una k-dlgebra con i(A) := X - 1.

Un dlgebra de Banach es una k-algebra A, dotada de una estructura de espacio de Banach
tal que |lab]| < ||a||||b]] para todo a,b € A. Notemos ||1]] > 1 en toda &lgebra de Banach,
porque |[1][ # 0y

1L = (12 > 1| < 2]

Del Teorema 2.10 y la Proposicién 2.11 se sigue inmediatamente que £(F) es un dlgebra
de Banach. El morfismo de estructura i: k — L(E) estd dado por i(A) = X - idg.

3.2. Elementos Inversibles de L£(E) En esta subseccién establecemos algunas
propiedades bésicas del grupo de unidades del dlgebra de funciones lineales continuas L£(E)
de un espacio de Banach E o, mas generalmente, del grupo de unidades de un algebra de
Banach.

OBSERVACION 2.33. Dada un dlgebra de Banach A, la serie € == > %T,L es convergente

para cada x € A, porque lo es absolutamente. La funcion x — €%, definida por esta serie es,
por definicion, la funcién exponencial de A.

EJERCICIO 2.34. Pruebe que la funcion exponencial de un dlgebra de Banach A tiene las
siguientes propiedades:

eV =1.
- Six, y son elementos de A que conmutan, entonces e*TY = e%eY.

- € es inversible para todo x € A y (e®)~! =77,

Dada una &lgebra A, denotamos con U(A) al grupo de elementos inversibles de A.

LEMA 2.35. Si A es un dlgebra de Banach, entonces 1 —B1(0) C U(A).
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DEMOSTRACION. Si x € B1(0), entonces 1+ x + 22 4 - -+ es absolutamente convergente

porque
1
Ul + 2%+ - < T flall + 2l + - = = R
Ademis,
1-—2)1+z4+22+---)= lim 1 —2"" =1,
n—oo
y(1+z+22+---)(1 —2) =1 por la misma razén. O

TEOREMA 2.36. Si A es un dlgebra de Banach, entonces U(A) es abierto.

DEMOSTRACION. Debemos probar que para cada xg € U(A), existe § > 0 tal que
Bs(zo) C U(A),

o lo que es equivalente, que xal(xo +z)=1 —I—xalx es inversible para todo x € B;(0). Pero por

el Lema 2.35, para que esto ultimo ocurra es suficiente tomar § = ||z Y|=1, porque entonces
1

lzg ]l < llzg |z < 1. O

TEOREMA 2.37. Si A es un dlgebra de Banach, entonces la correspondencia x — x~ 1 es

una funcion continua de U(A) en si mismo.

DEMOSTRACION. Tomemos zg € U(A) y = € B”xo_ln,l(()). Los argumentos dados en la
demostraciéon del Teorema 2.36 prueban que xy — x es inversible. Usando que
(zog—x)t=01- malzn)_lxal
y
(1—azyte) =1+ay e+ (vg2)? + (xg ') + -,

obtenemos la siguiente acotacién:

[(zo —2) ™" — 2| = (1 — 2g'w) oyt — 2t
< (1 —zgte) ™ = 1 |zt
[ee]
= 1> (age)"|| g
n=1
< ||zy HZHx Ilz])"
_M -
= g -

1= flag [l

llzg Il
—1
I=llzg " il
a 0. OJ

El resultado es ahora evidente porque es claro que |z || tiende a 0 cuando x tiende

3.3. El Teorema de la Funcién Abierta Recordemos que una funcién f: X — Y,

de un espacio métrico X en otro Y, es abierta si f(U) es abierto en Y para cada abierto U
de X.

TEOREMA 2.38 (Teorema de la funcién abierta). Consideremos espacios de Banach E y
F. Toda funcion lineal, continua y sobreyectiva f: E — F, es abierta.
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DEMOSTRACION. Por el Teorema 1.45, como

F=Jr®r) = sBEo).

i=1

existen n € IN e y € F tales que f(BZ(0)) D BE (y) para algtin r > 0. Si 2 € f~!(y), entonces
f(BEHIxII(O)) D BE(0). En efecto, si z € BE(0), entonces 2/ = z +y € BE(y) € f(BE(0)), y

’

z=2'—ye f(BJ(0) - f(z) C f(BL,(0)).

Tomemos A > 1 tal que n + ||z| < Ar. Es evidente que f(B¥.(0)) 2 BZ(0). De hecho vale

algo que aparentemente es més fuerte aunque en realidad es equivalente: que f(B%(0)) D
B! (0) para todo t > 0. En efecto, dado y € B (0), existe una sucesién de puntos (z,)nen

de BfT(O) tal que § -y = lim, o0 f(7y). Es claro entonces que y = lim, o f(% S Tp) Y

asi y € f(BY,(0)). Vamos a probar que f(B%),(0)) 2 Bf (0). Fijemos y € Bf (0) y 0 < § < 1.
Tomemos primero 1 € BY,(0) tal que y — f(x1) € BL(0), luego tomemos z2 € B, (0)
tal que y — (f(z1) + f(z2)) € BL,(0), etcetera. Existen asi a1,29,...,7y, -+ € F, tales
que z, € B%. 1,(0) y y — >0, f(z;) € Bf,(0) para todo n € IN. La serie >0, z; es
absolutamente convergente ya que

Dl <> A= 5 <2
i=1 i=1

Ademds, si x = ) .2, ;, entonces ||z| < D70 ||zl < 2At y f(x) = y, lo que prueba la
afirmacion. Consideremos ahora un abierto U de V' y un punto x de U. Tomemos ¢t > 0 tal
que BY),(z) C U. Entonces

F(U) 2 f(B(2)) = f(z + By(0)) = f(z) + f(B3(0) 2 f(z) + Bf (0) = By (f(2)),
lo cual muestra que f(U) es abierto. O

COROLARIO 2.39. Si f: E — F es una funcion lineal continua y biyectiva entre espacios
de Banach, entonces f es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Se sigue del teorema anterior y de la Observacién 1.21. O

Recordemos que un espacio vectorial E es suma directa interna de dos subespacios F1 y Fy
si la funcién lineal j: Fy x Fy — E, definida por j(y,y') = y+ ' es biyectiva. Notemos que si
FE es un espacio normado y dotamos a F; x F5 con la norma indicada arriba del Teorema 2.3,
entonces la funcién j deviene continua.

COROLARIO 2.40. Si un espacio de Banach E es suma directa interna de dos subespacios
cerrrados F1 y Fy, entonces la aplicacion j: Fy x Fo — E definida arriba es un isomorfismo
de espacios de Banach.

DEMOSTRACION. Es facil ver, usando que Fy y Fb son subconjuntos cerrados de E y que
FE es un espacio de Banach, que F; x F» también lo es. Entonces, por el Corolario 2.39, j es
un isomorfismo. O
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EJERCICIO 2.41. Pruebe que si X e Y son espacios métricos y f: X — Y es una funcion
continua, entonces su grafico

Gr(f) :={(z,y) € X xY :y = f(z)}

es un subconjunto cerrado de X XY (Recuerdese que X X Y es un espacio métrico via la
distancia ds introducida en el item 6 del Ejemplo 1.1).

El corolario que sigue muestra que para las funciones lineales entre espacios de Banach
vale la reciproca del resultado establecido en el ejercicio anterior.

COROLARIO 2.42. Consideremos una funcion lineal f: E — F entre espacios de Banach.
Si el grdfico de f es cerrado en E X F, entonces [ es continua.

DEMOSTRACION. Consideremos el diagrama conmutativo

Gr(f) ——=F

E

donde 7g y 7 son las funciones definidas por 7mg(x,y) = z y nr(z,y) = y. Es facil ver que
TEp y T son continuas y que mg es biyectiva. Por el Teorema de la funcién abierta sabemos
que 7751 es continua. Entonces f = 7TF°7['El también lo es. O

4. Funciones multilineales

Una funcién f: E1 X --- X B, — F, del producto de una familia F1, ..., E, de k-espacios
vectoriales en un k-espacio vectorial F', es multilineal si para todo ¢ con 1 < i <n y toda fa-
milia z1,...,Zi—1,Tit1,..., 2T, con z; € Ej, la aplicacion « — f(21,...,2Ti—1,2, i1, ..., Zn)

es una funcion lineal de E; en F. El conjunto de todas las aplicaciones multilineales de
FEy x---x E, en I, provisto de la suma y el producto por escalares definidos por

(f+9)(ar, . an) = fler, o an) +9(@1,. 0 )

N )@,y xn) = Af(1, .00 xp).

es un k-espacio vectorial, llamado espacio de las funciones multilinealeas de Fq X --- X E,, en
F y denotado Mult(Ey, ..., E,; F).

TEOREMA 2.43. La funcion
U: Mult(Ey,...,Ey; F) — Mult(Ey, ..., E,—1;Homg(E,, F)),

definida por V(f)(x1,...,xn-1)(z) = f(z1,...,2n—1,2), es un isomorfismo de espacios vec-
toriales.

DEMOSTRACION. Las igualdades
U(f+9)(@1, .. zn1)(@) = (f +9)(@1,. ., Tn1, @)
= f(z1,.. -, Tn1,7) + g(@1, ..., Tp1,T)
=V(f)(z1,. .- an-1)(x) + ¥(g) (21, .., Tn1)(2)

50



Espacios de Banach 4 Funciones multilineales

y

U )z, zp—1) (@) = (A xg, ..., 2p-1,7)
= )‘f(xlv .. ,I’n,1,$)
=AV(f)(@1,. . an—1) ()
= A (Y1, zp-1))) (@)
( (f))(l‘lv""xnfl)(x)’
muestran que ¥ es lineal. Por dltimo, es facil ver que ¥ es inversible, y que su inversa
es la funcién ®: Mult(E4,..., E,—1;Homg(E,, F)) — Mult(E4,..., E,; F), definida por
O(g)(x1,...,2n) = g(x1,.. ., Tn—1)(Tn). O

TEOREMA 2.44. Dados espacios normados E1,...,E,, F y f € Mult(E1, ..., Ey; F), son
equivalentes:
1. f es continua en 0.

2. f es continua.

3. Eziste M > 0 tal que

[f (21, @)l < Ml|za]| - [lzn]
para todo (x1,...,x,) € E1 X -+ X Ej.
DEMOSTRACION. 3. = 2. Fijemos (z1,...,2,) € E; x --- X E,. Para todo elemento

(y1,---,9yn) de By X -+ X E, es verdad que
xlu'”vx’i—layiv"wyn)_f('rla"'uxi)yi-‘rlu'”vyn)

fyiy o oyyn) — f(x1, ... 2y

F@1, e Tie1, Yi — Tis Yig1s -« - > Yn)-

M=1 M:

=1

Por lo tanto

||f(y177yn)_ (Il)"'a H<Z||f xl)"'axi—hyi_'Thyi-i-l)"'ayn)”
< ZMH%H e llwicallllye = zillllyieall - llynll

Usando esta acotacién es facil ver que f es continua en (z1,...,zy).
2. = 1. Es evidente.

1. = 3. Por la continuidad de f en 0, existe § > 0 tal que si (x1,...,25,) € B5(0) x---xB;(0),
entonces || f(x1,...,x,)| < 1. De esto se sigue que para todo ' < § y cada n-upla (x1,...,x,)
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con z; € E; \ {0},

T T,

_ Nl el

5 Hf(ylaayn)H
1
< gl llzall,
donde y; = ﬁ -xj. Como claramente esta desigualdad vale también cuando alguno, o varios
J

de los x;’s se anulan, podemos tomar M = 5%. O
Dados espacios normados E1, ..., E, y F, denotamos con L(E1,..., E,; F) al subespacio
de Mult(Ey, ..., E,; F) formado por las funciones multilineales continuas. Para cada f €

L(En,...,Ey; F), definimos la norma || f|| de f por
| f|l = min{M : ||f(z1,...,zn)|| < M||z1|| - ||@n|| para todo (z1,...,2,) € E1 X -+ x E,}.

Usando el resultado que sigue es facil probar por induccién en n que

IfIF = sup )Hf(wh ol

(ml,...xn)€B1(O)><---><Bl(0
y que la correspondencia f +— || f|| es una norma sobre L(E1,..., Ey; F).

TEOREMA 2.45. Dados espacios normados E1,...,E, y F, la aplicacion ¥ introducida
en el Teorema 2.43 induce por restriccion un isomorfismo de espacios vectoriales

U: L(Ey,...,En; F) — L(Ey, ..., En1; L(E,, F)).
Ademds |U(f)|| = ||f]] para toda f € L(Ey, ..., En; F).
DEMOSTRACION. Fijemos (z1,...,2,-1) con z; € E;. Entonces

1T () (@1, ) @) = (@1, @1, D) < (]l a2

Ast U(f)(z1,...,2n-1) € L(En, F) y [¥(f)(z1,...,zn—1)l < |[flllz1]l - ||zn=1]], lo cual
implica también que V(f) € L(E1,...,Ey—1; L(En, F)) y [[Y(f)] < |If]]- Fijemos ahora una
funcién g € L(E1,...,E,—1; L(E,, F)). Como

197 9) (@1, @)l = gz, - zam)@a) | < g, za)lzall < Nlglllzall - [l
para todo (x1,...,2,) € By X --+ x E,, la aplicacién ¥~1(g) es continua y [|[¥~(g)|| < ||g]|-
La demostracién se termina ahora aplicando la Proposicion 2.14. ]
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Capitulo 3

Calculo Diferencial

Una funcién f: U — V,donde U C E' y V C F son subconjuntos abiertos de espacios de
Banach E y F, es diferenciable en un punto xg € U si existe T' € L(E, F) tal que
— -T
o o) — o) = T@)]

v=0 o]

0.

Es evidente que esto ocurre si y sélo si existe una funcién R: U — x¢g — F, donde
U—-zp:={veFE:v=u—x9paraun u € U},
tal que
o +0) = fla) + T(w) + R(w) vl T~ g

v=0 o]

OBSERVACION 3.1. Si existe, T es tinico.

DEMOSTRACION. Supongamos que T e L(E, F) tiene la misma propiedad que T'. Usando
que para cada v € E \ {0}

IT(v) = T(@)|| _ (f(w0 +v) = f(ao) = T(v)) = (f(x0 +v) = f(w0) — T(v))
o] o]
_ If (o +0) = flao) =T@) | [If(x0+v) = f(x0) = T(v)]

+
o]l o]l ’

v que la expresion a la derecha de la desigualdad anterior es un infinitésimo cuando v tiende
a cero, es facil ver que para todo v # 0

0 — 1fg LA -0) T )| _ e PITE) = T _ [T(0) - T)]|
A0 A~ A=0 Al o]

Asf, T(v) = T(v). Como T y T también coinciden en 0 porque son lineales, esto termina la
demostracion. I
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Si f es diferenciable en zg, la funciéon T', cuya unicidad acabamos de probar, es llamada
la diferencial de f en xy y denotada Df(zg). Dejamos al lector la tarea de probar que si
las normas de E' y F se cambian por normas equivalentes, las funciones diferenciables y la
diferencial permanecen invariantes.

Una funcién f: U — V es diferenciable si lo es en cada punto de U y es diferenciable con
continuidad o de clase C* si ademds la funcién diferencial Df: U — L(E, F) es continua.

PROPOSICION 3.2. Si f: U — V es diferenciable en xg, entonces f es continua en xg.

DEMOSTRACION. Porque
Jm [[f(z) = f(zo)| = lim [|f(2) — (o) — Df(z0)(z — z0) + Df(z0)(z — )|
< mlggjlo | f(z) = f(zo) — Df(xo)(z — z0)|| + oS | Df(z0)(x — o)

=0.
0

PRroPOSICION 3.3 (Linealidad). Si f: U — V y g: U — V son diferenciables en xq,
entonces A - f + - g es diferenciable en xg para todo A\, € k y

DA~ f 4 p-g)(xo) = A Df(x0) + p- Dg(o).
DEMOSTRACION. Dejada al lector. O

TEOREMA 3.4 (Regla de la Cadena). Sean U C E, V C F y W C G subconjuntos
abiertos de espacios de Banach E, F yG. Si f: U — V es diferenciable en xg y g: V — W
es diferenciable en f(xq), entonces g°f es diferenciable en zg y

D(g°f)(x0) = Dg(f(x0))° D f(zo).

DEMOSTRACION. Como g es diferenciable en f(x¢) existe Ry: V — f(zg) — G tal que

9(f(w0) +w) — g(f(x0)) = Dg(f(z0))(w) + Rg(w) 'y wh_%) RH"SG)) =0.
Por la hipétesis sobre f existe Ry: U — xg — I tal que
f(wo +v) = f(z0) = Df(w0)(v) + Ry(v) y lim Rnf(u) o

Entonces
g(f(xo+v)) = g(f(20)) = g(f(w0) + f(x0 +v) = f(w0)) — g(f(20))
= Dg(f(z0)) (f(xo +v) — f(x0)) + Ry (f(z0 +v) — f(z0))
= Dg(f(20)) (Df (z0)(v) + R (v)) + Ry (Df (z0)(v) + Ry (v))
= Dyg(f(x0)) (Df (= ) R(v),
donde R(v) es la funcién de U — zo en G, definida por
R(v) = Dy(f(20)) (Rs(v)) + Ry(Df (w0) (v) + Ry ().
Para terminar la demostracién, sera suficiente mostrar que

()]

v—0 ||’UH
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Escribamos

- { R s e 40
0 si Df(20)(v) + Ry(v) = 0.

Un célculo directo muestra que si v € U — xg es no nulo, entonces

R(v) Ry ()|l [[Rg(Df(z0)(v) + Rys(v))|l
” ” I < g oy 1B ol )
vl| [v]] [v]]
[ Ry (v)] | Df(wo)(v) + Ry(v)]|
= | Dg(f(zo)[|*=L + B(v) L=
[ v]] [[v]]
Estas desigualdades implican que (12) vale, ya que
) IRe()l . _
y la funcién
D R
- IDf o)) + Ry
[ v]|
es acotada en un entorno reducido de 0. OJ

PROPOSICION 3.5. Denotemos con U un abierto de k y con V un abierto de un espacio
de Banach F. Una funcion f: U — V es diferenciable en un punto to € U si y solo si f es
derivable en ty. Es decir, si y solo si el limite

fto+h) — f(to)
h )
llamado derivada de f en tgy, existe. Ademds, la diferencial de f en tg estd dada por
D f(to)(h) = h- f'(to).
DEMOSTRACION. Supongamos que f es derivable en ty. Entonces de la igualdad
[— — . / —_—
i fG0 1) = flto) — - filto) _ . Flto+1h)— flto) Fto) = 0.

h—0 h h—0 h
se sigue que f es diferenciable en to y Df(tg)(h) = h - f'(tp). Supongamos ahora que f es
diferenciable en ty y tomemos y € F' tal que Df(tp)(h) = h - y. De la igualdad

flto+h)—flto) —h-y _ f(to+h) — f(to)

f'(to) := lim

0=1If If -
o) h B0 h Y
se sigue que f es derivable en to y f'(to) = y. O

EJEMPLOS 3.6. A continuacion damos unos pocos ejemplos de funciones diferenciables.

1. SiT € L(E,F), entonces T es diferenciable y DT (x) =T para todo x € E.

2. Las funciones constantes c: E — F son diferenciables, con diferencial nula.

3. Si A es un dlgebra de Banach, entonces la funcion f: U(A) — U(A), definida por
f(a) = a™t, es diferenciable y Df(a)(b) = —a~'ba~'. En efecto, usando que

(a+z) ' —at=(@+2) " a—(a+z)a! Yra=t,
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y haciendo algunas acotaciones sencillas, obtenemos la siguiente desigualdad:

| f(a+2z)— f(a) +atza™! = (a+ ) tra™t +atwa |
[Ed| a [Edl
[(a+2)~" —a [||z[[la”"|
- [Ed]

=ll(a+2)~" —a™"lla™"].

La afirmacion se sigue inmediatamente de este hecho ya que ||(a+ )~ —a™t||[la™!||
tiende a 0 cuando x tiende a 0.

1. Derivaciones entre Productos de Espacios de Banach

Vamos a estudiar ahora la diferenciabilidad de funciones cuyo dominio o codominio es un
producto de un ntmero finito de espacios de Banach, o bien que se factorizan a través de un
espacio que lo es. Consideremos entonces un producto de espacios de Banach Fy X --- X F, y
denotemos con 7;: F} X ---x F, — F; alas proyecciones canénicas y con u;: F; — Fy x--- X Fj,
a las inclusiones candnicas. Notemos que

» mou; = idg,
L] 2?21 uioﬂ-i = ldlean
TEOREMA 3.7. Consideremos un abierto U de un espacio de Banach E y un producto

Fy x -+ x F, de espacios de Banach. Una funcion f: U — Fy X --- X F,, es diferenciable en
un punto xy si y solo si cada una de sus componentes f; : Om°f lo es. Ademds, Df(xg) =

2 i1 wit D fi(wo).

DEMOSTRACION. Si f es diferenciable en xg, entonces por la regla de la cadena y el item 1
de los Ejemplos 3.6 f; = m;°f es diferenciable en 2o y Df;(z9) = mi°Df(z0). Por las mismas
razones, si las f;’s son diferenciables en xg, entonces

f= Zumrff = Zuzfz
i=1 i=1
también lo es y Df(zo) = > iy wi° D fi(zo). O

LEMA 3.8. Si Fy, Fo y G son espacios de Banach y h: Fy X Fy — G es una funcion
bilineal y continua, entonces h es diferenciable y Dh(xo,yo)(v,w) = h(v,yo) + h(xg,w).

DEMOSTRACION. Debemos probar que

fm 1R ((x0,y0) + (v,w)) — h(xo,y0) — h(v,y0) — h(zg, w)||

=0.
(v,w)—0 | (v, w)]]

Pero esto se sigue inmediatamente de que
[17((x0, o) + (v, w)) — h(zo, y0) — h(v,40) — h(zo, w)|| _ [[A(v, w)|
(v, w)] [ (v, w)
[2l[llv]l[wl]
[[(w, w)
< ||Alfwll
y de que Hm, )0 [|A[l[|w] = 0. O
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EJEMPLO 3.9. Si A es un dlgebra de Banach, entonces la multiplicacion m: A x A — A
es diferenciable y Dm(a,b)(v,w) = vb + aw.

PROPOSICION 3.10. Consideremos espacios de Banach E, Fy, F» y G y un subconjunto
abiertoU de E. Si f1: U — F1 y fo: U — Fy son funciones diferenciables en un punto xg € U
y h: F1 X Fo — G es una funcion bilineal y continua, entonces la funcion w: U — G, definida
por w(x) = h(fi(x), f2(x)), es diferenciable en xy y

Dw(zo)(v) = (D fi(z0)(v), fa(zo)) + h(f1(x0), D fa(z0)(v)).
DEMOSTRACION. Por la regla de la cadena y el Teorema 3.7, sabemos que

Duw(w0)(v) = Dh(f1(z0), fa(w0)) (Df1(z0)(v), Dfa(0)(v)).

El resultado se obtiene ahora inmediatamente aplicando el Lema 3.8. ]

COROLARIO 3.11. Consideremos un abierto U de un espacio de Banach E y un dlgebra de
Banach A. Si f1: U — Ay fo: U — A son funciones diferenciables en un punto xo € U, en-
tonces fg: U — A es diferenciable en xo y D(fg)(z0)(v) = f(x0) Dg(xo)(v)+Df(xg)(v)g(z0).

DEMOSTRACION. se sigue inmediatamente de la Proposicién 3.10 y el Ejemplo 3.9. O

1.1. Derivadas Parciales Consideremos ahora una funcién f: U — V, cuyo do-
minio es un abierto U de un producto de espacios de Banach F; x --- x E, y cuyo codo-
minio es un abierto V' de un espacio de Banach F. Dado a = (a1, - ,a,) € U, definimos
)\i: EZ—)El Xoee XEn por

Ai(x) = (a1, .., Qqi—1,%,Qi41, ..., Qp).
Denotemos con U; a la preimagen A 1(U) de U por \;. Si la funcién f°>\i|U¢ es diferenciable en
a;, entonces llamamos a su diferencial la diferencial parcial i-ésima de f en a y la denotamos
D;f(a) o %(a). De la definicién se sigue inmediatamente que

lfm Hf(al, ey A1, T, Q441 - - - ,an) — f(a) — le(a)(xz — (IZ)H

Ti—a; ”l’z — CL1||

=0.

Cuando cada E; es igual a k, se suele identificar la funcién lineal g—i(a) con su valor g—i(a)(l)
en 1, llamado derivada parcial i-ésima de f en a.

OBSERVACION 3.12. Para cada abierto U C Ey x --- X E,, si f: U — V es diferenciable
en un punto a de U, entonces existen todas las diferenciales parciales de f en a. Ademds
D;f(a) = Df(a)°u;, donde u;: E; — Ey X --- X E,, es la inclusion candnica, y

Df(a)=>_ Dif(a)op;
i=1n

donde pj: By X --- x B, — E.

DEMOSTRACION. Esto es una consecuencia inmediata de la regla de la cadena y de que

Yo uiop; =1dg x..x B, - O
COROLARIO 3.13. Para cada abierto U C Ey X --- X Ey, una funcion diferenciable
U=V
es de clase Ct si y solo si sus derivadas parciales
of
U — L(E;, F
al'i ( ! )
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son continuas.

2. El teorema de los incrementos finitos

Recordemos que para cada par de puntos a y b de un espacio de Banach F, el segmento
[a, b] es el conjunto

[a,b] = {ta+ (1 —t)b: 1<t <1},
de F.

LEMA 3.14. Consideremos una funcion continua g: [0,1] — F, donde F es un espacio de
Banach. Si f es derivable en (0,1) y || f'(¢)|| < M para todo t, entonces || f(1) — f(0)|| < M

DEMOSTRACION. Afirmamos que
(13) Ilf(z) = fO)|| < (M +¢€)x para todo z € [0,1] y todo € > 0.

En efecto, supongamos que esto no es cierto para algun € y denotemos con xg al infimo de los
x’s para los que la desigualdad es falsa. Notemos primero que ||f(zg) — f(0)| < (M + €)xo,
porque de lo contrario la desigualdad (13) serfa falsa para un z < xy. Notemos también que
por la definicién de f'(x) y el hecho de que || f(zg)]| < M, existe § > 0 tal que

|f(t) — f(zo)|| < (M +€)(t —xzp) para todot € [0,1] entre xg y zp + 0.
Pero entonces
1£() = FO) < [[f(#) = flzo)ll + [If (o) = FO)| < (M + €)zo + (M + €)(t — xo),
lo que contradice la definicién de xy. ]

TEOREMA 3.15 (Teorema de los incrementos finitos). Para cada funcion diferenciable
f: U — F y cada segmento [a,b] C U,

1£(b) = fa)| < sup [[Df()l[|b—af.

z€[a,b]
DEMOSTRACION. Si sup,¢q ) [|Df(z)|| = 0o esto es evidente. Asf que supongamos que

sup [Df()] = N € Rey
z€[a,b]

y veamos que || f(b) — f(a)|]| < N||b — al|. Consideremos la funcién g: [0, 1] — F' definida por
g(t) := f(at + (1 — t)b). Notemos que g es continua. Ademds, por la regla de la cadena es
diferenciable en cada ¢t € (0,1) y

g (t)=Df(at+ (1 —t)b)(a —b).
Por el Lema 3.14
17(b) = f(a)] = [lg(1) = g(O)]| < sup [|g'(t)[| = N|}b—al],

te(0,1)
como queriamos. O

COROLARIO 3.16. Si f: U — F es diferenciable, U es conexo y Df(x) = 0 para todo
x € U, entonces f es constante.
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DEMOSTRACION. Tomemos un xg € U y consideremos el conjunto C' = f~!(f(zg)). Por
un lado, como f es continua C es cerrado en U. Por otro lado, como U es abierto, para cada
punto x € C existe un €; > 0 tal que B, (z) C U, y usando el Teorema de los incrementos
finitos se comprueba facilmente que B, (x) C C. Asi, C es abierto. Como U es conexo esto
implica que U = C. g

TEOREMA 3.17. Consideremos una funcion f: U — V', cuyo dominio es un abierto U de
un producto de espacios de Banach Fy X --- X E, y cuyo codominio es un abierto V de un
espacio de Banach F. Si las derivadas parciales g—i(x) existen en todo punto x de U y las
funciones of
son continuas en un punto o de U, entonces f es diferenciable en xg.

DEMOSTRACION. O
TEOREMA 3.18. Consideremos una funcién f: U — V, cuyo dominio es un abierto U de
un producto de espacios de Banach Fq1 X --- X E, y cuyo codominio es un abierto V de un
espacio de Banach F. Para que f sea de clase C1 es necesario y suficiente que existan las
derivadas parciales é% y que las funciones
of
U = L(E;, F
al‘i ( ! )

sean continuas.

DEMOSTRACION. La necesidad se sigue inmediatamente de la Observacién 3.12, y la su-
ficiencia del Teorema 3.17 y el Corolario 3.13. O
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